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PRESENTACION

El Colegio de Bachilieres ha preparado este material esperando que el estudio constante y las aportaciones
del personal académico promuevan la construccion de un aprendizaje mas completo, pues éste exige

responsabilidad y compromiso de quienes participan en esta experiencia.

Este fasciculo se refiere al tema Productos notables y factorizacién, que corresponde a la asignatura de
Matematicas |. Contiene, entre sus elementos, un Indice, un Proposito y una Introduccion, que te permitiran
conocer tanto la organizacion del contenido como lo que se espera lograr al finalizar su estudio.

Entre los contenidos se incluyen actividades, reflexiones, problemas y ejemplos. Es importante que los
leas cuidadosamente y reflexiones sobre elios, ya que te permitiran ir construyendo tu conocimiento; por

tanto, te recomendamos no pasar a otro subtema antes de resolver cada problema y consultar tus dudas.

Al final de cada tema estan las Actividades de consolidacion, mediante las cuales aplicaras |o aprendido
y, al compararias con los Lineamientos de autoevaluacion, determinaras tu nivel de aprendizaje.

ESQUEMA DE CONTENIDO

DRODUCTOS NOTABLES Y FACTORIZACION

Ll PRODUCTOS NOTABLES l

L} FACTORIZACION |

:{ SIMPLIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS RACIONALES 1

!
i
L‘ OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICQ




INTRODUCCION

Con frecuencia enfrentamos problemas en los que se presentan ciertos casos de multiplicacion de un
determinado tipo, por lo que es conveniente aprender a escribir los productos rapidamente, o, dado el
producto, encontrar sus factores. Vamos a estudiar en este tema los diferentes tipos de productos notables
y los distintos casos de factorizacion que condensan los problemas anteriores.

Dentro del campo de las matematicas, saberdesarrollar los productos notablesy factorizar una expresion
algebraica es de mucha importancia, por cuanto que en todas las areas del conocimiento siempre estan
presentes a través de expresiones algebraicas.

Un ejemplo de lo anterior lo encontramos en un problema de aplicacion en Medicina.

“La velocidad de la sangre que se encuentra a r centimetros del centro de una arteria esta dada por

V= C(R2 - r2), donde C es una constante y R el radio de la arteria.”
Esto significa que a medida que nos alejemos del centro de la arteria la velocidad del flujo disminuye.

Supdngase que al suministrar un medicamento la arteria se contrae de un radio R a otro (R ~ r). Esto
significa que la velocidad de la sangre dentro de la arteria va a aumentar. Para determinar cuanto aumenta
dicha velocidad conforme el radio de la arteria se reduce, habria que calcular el siguiente cociente y asi poder
clasificar adecuadamente el medicamento:

Vv CR*-MA
R-r R-r =

La herramienta matematica seria la division de polinomios. Sin embargo, la solucion de este problema
presenta cierta complejidad dado el siguiente modelo:

R-r Tor?- A

Como no hemos realizado este tipo de divisiones, lo que primero necesitamos es aplicar al dividendo la
multiplicacién de polinomios por medio de la propiedad distributiva, de tal forma que la division quede
indicada como la hemos aprendido.

R-rlci2-A = A-rlc2-c?
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CR + Cr 5
CR

R-r | cP c? R =CA

-Cr? +CrR
0 -C~f+Cm
+ Cr-CrR CT;R~ = Cr
0+0

2
—=M=CR+Cr=C(R+r).

Por tanto:
° R r~ R,

Si se factoriza, esta operacion se efectuaria de la manera siguiente:

V. _C(R’-A _CR+nNER-n _
R = R = e, =CR +r).

Con base en esto, podemos percatarnos que es necesario que conozcas y manejes adecuadamente los
productos notables y la factorizacién, dado que éstos pueden presentarse en la solucién de problemas en
diversas areas del conocimiento como en Ingenieria, Fisica, Quimica, Biologia, Economia, etc., por mencionar

algunas, y la Medicina, que ya se ejemplificd.
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. . . . . ¥ 6x- 3
- la simplificacion de la expresion racional ———2 "% 9
- 7x + 12

Antes de comenzar la lectura de este tema. intenta responder estas preguntas por ti mismo. Si puedes
responderlas sin la lectura del tema te felicitamos: si no, te daras cuenta que solamente tienes algunos o
ningun conocimiento sobre los productos notables, factorizacion y simplificacion de fracciones racionales y
que para contestar las preguntas satisfactoriamente es necesario seguir avanzando en el estudio de este
tema. Te recomendamos que lo leas cuidadosamente y adelantes al revisar cada concepto buscando las
relaciones que existen entre ellos.
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PRODUCTOS NOTABLES

PROBUCTO DE DOS BINOMIOS CON TERMINO COMUN

La expresidondada (x+a) (x+b) es un productc de dos binomios, donde puedes ver que x es un término que
estd en ambos binomios, por lo cual se dice que es término comun. Los términos +ay +b son términos no
comunes.

Porlo anterior, ala expresion (x +a) (x +b) se le denomina producto de dos binomios con término comun,

Observa la siguiente tabla:

Productos de dos binomios con
un término comun

Término comun

Términos no comunes

1.

2.

7.

8.

x + 4)(x + 10)

v + 3)(y + 8)
(k +6)(k-2)
(2x + 7)(2x-2)
(VX +6)(VX-5)
@ + 11)Z° + 1)
o3 - 3)( + 10)
(2" + 8)(2y° - 6)

9. (4 + 3)(2-7)

10.(-2-y)}(-8 - )

+4y +10

+3y +8

2
+ JE—
oy 3

+7y-2
+6y-5
+11y +1
-3 y +10
+8y—6
+3y-7

~2y-9

Sialos ejemplos 1, 3, 5, 7, 9 se les aplica el procedimiento para multiplicar dos binomios, se tiene:

(X FA) (X F 10)

2
3.(k+6wk—§>

=X F 10X T 4x +

40

= X% + [(+10) + (+4)]x + 40

=x° + 14x + 40.
= K2~ Sk + k-4

=k + [(—%) + (+6)}k—4

16
= k?+ —k 4.
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5. (X -7 8 (a°-2)@" +7)
6. @ +8)@'-1) 9 -9y + 12)

7. (ab + 5)(ab - 6) 10. (8" -3)a" + 8).

Obtener el producto de dos binomios con un término coman por simple inspeccion requiere aplicar la
regla dada que permita de manera inmediata conocer dicho producto.

Los resultados de los ejercicios propuestos en la actividad anterior son los siguientes:

1. X +8&x+15 6. a®+ 7a° -8

7 ]
2. X +3x-10 7. a’b®-ab-30
3. n*-9n-190 8 a’+53°-14
4 4Xz+%x_% 9. A" + 39”7 - 108
5. x*-alf+7 10. a®* + 5a%- 24.

PRODUCTO DE DOS BINOMIOS CONJUGADOS

El producto 103 x 97, que es una operacion aritmética, se puede escribir como (100 + 3)(100 - 3) dado que
103 = 100 + 3 y 97 = 100 - 3. Quedando el producto 103 x 97 = (100 + 3)(100 - 3), observamos que el
producto dado se puede escribir como el producto de dos binomios, los cuales tienen un término comun
(100) y un término (3) que difieren solo en el signo (uno es positivo y el otro es negativo).

De esta manera, también en Algebra se presenta este tipo de expresiones, por ejemplo:
x-4)(x + 4,
donde x es el término comun y los otros términos sélo difieren en el signo.

v -K + k),

donde y es el término comun y los otros términos solo difieren en el signo.

sl

donde 3a es el término comun y los otros términos solo dilieren en el signo.

Enestetipode expresiones los términos que sélodifieren en el signo se lesllama conjugados o simétricos.




Analiza los siguientes ejemplos y observa camo se aplica este modelo.

1. (6-3x)(6 + 3x) = 36 - 9x2.

2, (sxz—g) (—6)(2——5_%] = 215—36%‘,

De este ultimo ejemplo puedes observar que los términos idénticos no necesariamente son los primeros

de los binomios, por lo que es importante, antes de desarrollarlos, identificar cual es su parte idéntica y cual
la simétrica.

Trata de resolver las siguientes actividades:

(@ +b)a-b)= a%-o. Determina si se aplico correctamente la regla del
producto notable. ¢Cual fue el error?

Xy & 2)(2 x| = 4 3R Otra vez determina si se ap!|co correctamente la regla
del producto notable. ¢Cual fue el error?

Aplica la regla y resuelve los siguientes ejercicios, después compara tus respuestas con las de la
derecha.

RESPUESTAS:
(@a-x)(x +a) = a? - ¥
(m = n)(m + n) = m? - n?
(-3a + 1)(3a + 1) = 1-9a°
=20+ 2) = Yo - ay?
o=y ) = 2

EL CUADRADO DE UN BINOMIO
- Interpretacion del producto notable.

Un agricultor necesita conocer la superficie del terreno que va a sembrar y sélo conoce su dimension x + y
por lado.

03]



-9 = -y)x-y) = - 2y + Y

Comprueba que este producto notable se dedujo correctamente desarrollando el binomio (x—y)z =
mediante la multiplicacion de polinomios.

Como te daras cuenta, el primer término resulta positivo, el sequndo negativo y el tercero tambieén positivo,
adiferenciade los términos del desarrolio del cubo de la suma de dos términos, los cuales sontodos positivos.
Trata de obtener el modelo adecuado.

En cuanto obtengas el modelo, enuncia la forma de identificario, tal como se hizo para el binomio (x + y)2_

Para aplicar el producto notable anterior, desarrollaremos binomios al cuadrado que requeriran simplifi-
carse mediante operaciones combinadas con expresiones algebraicas.

Ejemplo 1. Desarrollar el siguiente binomio:
(m+n)? = [m}® + 2[m}{n} + {n}
2

=m +2mn+n2,

Ejemplo 2. Desarrollar el siguiente binomio:

2 2
2 _ 2 2 2
(zﬁ—g) = 2] -2[2@]{3}+{3}
_ab5 83,4
= ax° - 3x3 t3
Ejemplo 3. Desarrollar el siguiente binomio:
(4x" + 2y™? = [4x")? + 2]ax" {2y} + {2y™)*

= 165" + 16x"y™ + 4y*™

Calculemos este mismo ejemplo por medio de la multiplicacion de polinomios y comparemos el numero
de operaciones v la dificultad con que se realizan en esta forma y mediante el uso del producto notable.

ax" + 2"
4" + 2y™
16" 17 4 g™

+ 8y 4 gy T
167" + 165y + 42T

Resultado final

¢ Cual consideras como mejor método para el célculo del cuadrado de un binomio, el de multiplicacion
de polinomios o el de usar productos notables de acuerdo con su regla particular?



, . . 3
Su volumen podré calcularse mediante la formula para obtener el volumen de un cubo V =/, como en
nuestro caso /! = x + yla formula resulta:

V= (x+y)3.

- [dentificacion del producto notable.

Con base en los conocimientos de operaciones con polinomios y los anteriores productos notables, écomo
harias el calculo de la potencia anterior con la que se obtendria el volumen del tanque? Hasta el momento
tenemaos los conocimientos para realizarlo de dos maneras.

1. Aplicando la definicion de potencia y la multiplicacion de polinomios:

x4 93 = 0+ Y+ YY) = 08+ oy + x4 P x+y) =0 + 3+ 3P+

2. Aplicando leyes de los exponentes para descomponer la potencia y emplear el producto notable del
cuadrado de un binomio, asi como la multiplicacién de polinomios:

G4y = (9P = 0+ 08+ 29 +¥7) =X+ 38y + 3 + YR

Observa que el resultado final es siempre el mismo, independientemente de la forma de desarrollar el
binomio. Esto significa que.se cumple la propiedad de campo de los nimeros reales denominada conmuta-
tiva. «El orden de los factores no altera el producto.» Asi es como resulta el producto notable de:

"

El cubo de un binomio: (x + y)3 =3+ 3% + 37 + .

. Cudl es el mejor método para calcular el cubo de un binomio: el de multiplicar polinomios o el de usar
el producto notable correspondiente?

Si regresamos al modelo anterior, es importante considerar que. ..

No todos los binomios resultan con sélo dos literales, sino que en lugar de cada una de éstas puede
encontrarse cualquier expresion algebraica.

Para mayor comprension podria representarse dicho modelo mediante figuras geométricas asi:
o+ [ =a%+3a20+3a 0%+ 0°
O bien mediante signos de agrupacion en la forma:
(11+{1° = 1¥ 480 ) + 3111+ {)7

El producto notable se identifica de la siguiente forma:




ElL BINOMIO DE NEWTON

Para el desarrolio del binomio de Newton se pueden aplicar dos procedimientos, uno corresponde al llamado
tidngulo de Pascal y el otro a la propiamente denominada formula del binomio de Newton.

Primero haremos el calculo de un binomio elevado a cualquier potencia mediante el triangulo de Pascal.

Como recordaras, hemos encontrado el producto notable de un binomio al cuadrado y el de binomio al
cubo mediante el modelo:

(x+y)" =+ 2y 4y
x+y)° =X+ 3% + 32 +

A fin de obtener el producto notable de un binomio a la cuarta potencia y llegar asi al modelo

M+ '4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4, uno de los caminos que podemas elegir es aplicar el producto notable de un
binomio al cuadrado y fa multiplicacion de polinomios.

X+ =+ PPy = P2y + A oy ) =5 a1 68+ agt + t

Dada la laboriosidad involucrada en el desarrollo para binomios con exponente mayor a 3, presentamos
aqui los siguientes productos notables que podran calcularse por simple inspeccion después que veamos
procedimientos mas sencillos que el de multiplicar polinomios.

x+9°  =x"+ 5y + 1032 + 10632 + 5097 + )P
x+y°  =x5+ el + 15x%2 + 2052 + 1550 + ex” +°

x + y)7 =x + 7x6y + 21)(5y2 + 35,\’4}/3 + 35x3y4 + 21)&/5 + 7xy6 + y7

I

x+y®  =o8+ ey + 2082 + 5657 + 70xy* + 5677 + 2848 + ey’ +)/~

Por otra parte, retomando las propiedades de las potencias, recordemos que:

(x+y)1=1x+1y
(x+y)° =1

Si observamos la regularidad y simetria de los coeficientes del desarrolio de los binomios anteriores y los
ordenamos en filas, podemos dibujar un triangulo llamado de Pascal. Este fue descubierto por el fisico-ma-
tematico francés Blaise Pascal (1623-1662).
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Observando con atencion, en este tridngulo se puede descubrir que cada coeficiente se puede obtener
sumando los dos que se encuentran arriba de este Ultimo.

.
Dibujemos la seccion del tridngulo de Pascal que corresponde a los productos notables que ’uenen
exponente desde cero hasta tres.

Ahora calculemos las dos siguientes filas que corresponden a los coeficientes de los binomios a'la Cuana'
y quinta potencias. :

Trata de construir sin ayuda del triangulo de Pascal y, de esta manera, calcula las siguientes cinco fllas de
este a partir del triangulo anterior. Senala los coeficientes que corresponden a la sexta potencia del binomio.

De esta forma observa que construyendo el triangulo de Pascal podemos calcular los coehc:entes del
desarrolio de cualquier potencia entera de un binomio, siempre que se conozcan los coeficientes que
corresponden al desarrollo de la potencia inmediata anterior de un binomio.

Con respecto de la parte literal, volviendo a las potencias de los binomios presentados anteriormente,
tenemos lo siguiente:

Para los exponentes de los términos del desarrolio se observa que en el primer elemento del binomio su
exponente va disminuyendo una unidad en cada términoc que se agrega al desarrollo, mientras que en el
segundo elemento del binomio se reduce su exponente también en una unidad en la misma forma.



A este producto notable se le llama binomio de Newion. y fue desarrollado por el fisico ingléslsaac Newton
(1642-1727).

De acuerdo con este binomio se aprecia que la obtencion de cualquiertérmino del desarrollo se encuentra
con el siguiente procedimiento:

1. El coeficiente del primer y tltimo términos del desarrollo del binomio es uno.

2. El coeficiente de cualquier otro término se calcula multiplicando el exponente que tiene el primer
elemento del binomio en el término anterior por su respectivo coeficiente y dividiendo el producto entre el
numero de términos anteriores. - '

3. El exponente del primer elemento del binomio coincide con el del mismo binomio en el primer término
del desarrollo, y a partir del segundo término se va reduciendo en una unidad en cada término que seagrega

al desarrollo. .

4. El exponente del segundo elemento del binomio comienza con valor cero y se va incrementando en
una unidad a partir del segundo término del desarrollo.

— Desarrollo del binomio de Newton empleando la férmula general.
A partir del binomio de Newton, desarrollemos los siguientes binomios.

El primero de ellos lo obtendremos en varias fases para ilustrar la aplicacion del procedimiento anterior.

1. (5m + 8n)° =

FASE 1:  (5m + 8n)3 = 1(5m)3 + Primer término
FASE2:  (5m + 8n)° = 1’(5m)3 + g.(1—1l(5m)2(8/7)1 + Segundo término
FASE3:  (5m + 8n)3 = 1(5m)° + @(Smf(sm1 + 2—?_)(Tj)(Sm)(Bn)z Tercer término

FASE4:  (5m + 8n)® = 1(5m)% + g(11—)(5m)2(8n) o @%Q(Sm)(an)z +1(8m°  Ultimo término

o))

1(2)(3)(1 6
= = =~ =1
3 3 3-2-1 6

AT
1

N

FASE St (5m + 8m)° = 1(5m)® + 3(5m)(8n)" + 3(5m)(8n)® + 1(8n)°

=125m% + 600m2n + 960mn2 + 51243 Conclusion del de-
sarrollo

Cabria aqui hacer una pregunta:
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FACTORIZACION

£n el subtema anterior se obtuvieron los productos de factores, es decir.

1 Dados los factores (x + 3)(x - 5), se obtuvo el producto x° - 2x - 15.

2
2. Dados los tactores (x - -12-) _se obtuvo el producto X —x+ %‘

3. Dados los factores (%y + 6) (%y - 6) . se obtuvo el producto %yz - 36.

4. Dados los factores (X + 2y)3, se obtuvo el prc»ductox3 + 6>r2y + 12xy2 + 8y3.

Ahora en este subtema trataremos el problema inverso, esto €s, encontrar los factores dado el producto.
Con base en los ejemplos anteriores tenemos.

1. Dado e! trinomio 2 _ 2x — 5, sus factores son (X + 3)(x-5). Y corresponden a un producto de dos
binomios con término comun. '

2
. . 1 1 1
2. Dado el trinomio X -x+ % sus factores son (x— E) (X—E) = (X—-z‘) . como se puede ver es un

producto notable del cuadrado de un binomio.

3. Dado el binomio %f—ss, sus factores son (%y + 6) (%y— 6), y nos representan un producto de

binomios conjugados.

4. Dado el trinomio >+ Gxgy + 1:2xy2 + 8)/3‘ sus factores son (X + 2y )(x + 20 (x + 2y) = (x + 2y)3, los
cuales nos representan el producto notable del cubo de un binomio.

A este dltimo proceso se le da el nombre de factorizacion. Por lo que se dice que factorizar una expresion
algebraica es escribiria mediante el producto indicado de sus factores.

Empezaremos por revisar algunas técnicas generales de factorizacion para ciertas formas de polinomios
que aparecen muy frecuentemente.

FACTORIZACION POR FACTCR COMUN

Sitodos los términos de un polinomio tienen un factor comun, la aplicacién correcta de la ley distributiva nos
permitira expresar el polinomio como el producto de dos factores donde uno de ellos seré el factor comun.

Visualizaremos lo anterior con 10s siguientes ejemplos.

Ejemplo. Factorizar €l polinomio 2x - .

Cada término del polinomio tiene cOmo factor x. Portantox es el factor comun.

17



1. Se busca el factor comin de los términos del polinomio (primero el coeficiente y después las literales).
Silos coeficientes resultan tener varios factores se saca como factor comun el mayor y de las literales ge
toman las que tengan menor exponente.

2. El'factor comUn obtenido se escribe como el coeficiente de un paréntesis.

3. Se divide cada término del polinomio entre el término comun y los cocientes se escriben dentro del
paréntesis.

Aplicando el procedimiento anterior contesta las siguientes preguntas:
¢El factor comin del polinomio 10x° - 52 + 153% es 537

¢La factorizacion del polinomio 12m2n + 24m3n? - 36m*n3 resulta: 12mén(1 + 2mn - 3m?n)?
p

Argumenta tus respuestas.

En este tipo de factorizacion se presenta el casc de que el factor comin del polinomio dado sea otro
polinomio, por ejemplo si observamos detenidamente el polinomic a (x + 1) + b(x + 1) tienen como factor
comtn al polinomio (x + 1). En estos casos, ya identificado el factor comun se procede de la misma forma
que en los casos anteriores. '

Ejemplo. Factorizar la expresion x(a+ 1)-3(a+ 1).

El polinomio (a + 1) es el factor comun de la expresion y lo escribimos como coeficiente de un paréntesis

(@+ 1)( ).

Dentro del paréntesis escribimos los cocientes que resultan de dividir cada término de la expresion entre
el término comun.

@+ 1y _ @t _

@+1) ! (@ + 1)
Y tenemos que x(a + 1)-3@+1)=(a+ 1)(x-3).

Ejemplo. Factorizar la expresion 2X(3x-2) - 7(3x - 2)

El polinomio-(3x—2)-estfactorcomimdeta expresion y lo escribimos como coeficiente de un paréntesis.
Asi: Bx —2)( )

Dentro del paréntesis escribimos los cocientes gue resuitan de dividir cada término de la expresién entre
el término comun, esto es:

A -2) _ 7@ -2)

(3x~-2) ’ (3x - 2)
Por tanto tenemos que 2x(3x — 2)-7(3x-2) = (Ix-—-2)(2x - 7).

19



En el ejemplo anterior el primer y el tercer término tienen factor comun x y el segundo y cuarto término
tienen factor comun y.

Factoriza el polinomio, pero ahora agrupando el primer término con el tercero y el segundo con el cuarto,
¢Crees que procediendo de la forma anterior se obtenga el mismo resultado?

Ejemplo. Factoriza el polinomio siguiente por agrupacion de términos:
2y~ 6y + 5y + 15

Observa que los dos primeros términos del polinomio tienen el mismo factor comuin «2y» ylos dos Gltimos
términos del polinomio tienen el factor comin «5.

Por tanto:
2% — 6y + 5y —15 = 2y - 6y) + (Sy — 15) agrupando términos
=2y(y-3)+ 5y -3) factorizando cada grupo por factor
comun
= -3)(2y +5) factorizando toda la expresion

anterior por factor comun.

Ejemplo. Factorizar el polinomio 8ac — 4ad — 6bc + 3bd, por agrupacion de términos.
Observa que los dos primeros términos del polinomio tienen factor comun «4a».

Los dos dltimos términos del polinomio tienen factor coman «3bm.

Por tanto:
8ac—4ad-6bc + 3bd = (8ac - 4ad) - (6bc - 3bd) agrupando términos
= 4a(2c - d) - 3b(2c - d) factorizando cada grupo por factor
comun
= (2¢ —d),(4ax 3b) . factorizando toda ta expresion

anterior por factor comun.
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FACTORIZACION DE UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

Ya sabes que un trinomio es un polinomio que consta de tres términcs algebraicos.

Conoces también que factorizar una expresion algebraica significa escribirla en forma equivalente
mediante la multiplicacién de otras expresiones mas sencillas.

Pero, {qué es un cuadrado perfecto?

Podemos construir este concepto en la siguiente forma. Si queremos calcular la raiz de un nimero entero
tenemos dos posibilidades:

1. Ralz exacta: V75 = 5, porque 5° = 25

2. Raiz inexacta: V8 [2.8, porque (2.8)° = 7.84 < 8
400 (48
16

De estos dos numeros, el 25 se llama cuadrado perfecto por tener raiz exacta.

De la misma manera un término o cualquier expresion algebraica formara un cuadrado perfecto cuando
tenga raiz exacta.

Ejemplos:

W Vo = ox

-6 =x- 67 = x-6)°

De lo anterior podemos concluir que para que un trinomio sea cuadrado perfecto se requerira que tenga
raiz exacta y, por tanto, debe poder representarse como el cuadrado de otra expresion algebraica.

Por otra parte, recordemos que al desarroliar el cuadrado de un binomio obtenemos un trinomio.

O +y )2 =2+ 2y + )2

Siaplicamos la propiedad de identidad y tratamos de calcular la raiz del trinomio obtendremos lo siguiente:

\)/(2+2xy+y2 :\éx+y)2 =X+Yy.

Lo anterior significa que para extraer la raiz de un trinomio necesitamos expresarlo como el cuadrado en
binomio, es decir, escribirlo en forma equivalente mediante la multiplicacion de un binomio por si mismo.
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Ejemplo. Factoricemos el trinomio siguiente:

49" 703 + 25° = (72212 - 27212 (5%} + {5)%)2 = (1R(5y )2 = (72 - 532

Yot - 7x2|\é—5; = 5° : 2(7°)(5y%) = 703°

Ejemplo. Tratemos de factorizar el siguiente trinomio:

36x° + 30x + 25 =

36 =6x, V75 =5 ; 2(6x)(5) = 60x

El doble producto no coincide con el término no cuadratico del trinomio Yy, por tanto, éste no es cuadrado
perfecto, por lo que no puede factorizarse con el procedimiento anterior.

Ejemplo. Factoriza el trinomio.

1 + 49a° — 14a

¢Qué propiedad aplicarias para factorizar este trinomio?

Comolos términos no estan en el orden que tiene la formula para factorizar un trinomio cuadrado perfecto,
se aplica la propiedad conmutativa para reordenarios.

49a° - 14a + 1 = [7a)? - 2[7a){1} + {1)2 = ([7a] - {1})% = (7Ta - 1)?
\{1;3—2—=7a,\/1_=1 . 2(7a)(1) = 14a

Conelfinde comprobar que el mismao modelo se puede aplicar a trinomios con coeficientes racionales,
corrobora que el siguiente trinomio sea cuadrado perfecto y factorizalo.

1
%aeﬁ +12a%%y + —q—6y2 =

Reflexiona sobre la dificultad que te presentd la actividad anterior.

A partir del producto notable del cuadrado de un binomio hemos obtenido el modelo matematico para
factorizar un trinomio cuadrado perfecto; aplica dicho modelo y utiliza su representacion mediante signos
de agrupacion para factorizar los siguientes trinomios:
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Nuevamente se aprecia que la factorizacién es una operacién inversa a la del desarrollo de un producto
notable.

Una vez mas el modelo anterior se puede representar mediante signos de agrupacién.

[P-{¥ =1+ {DU1-{)

Este procedimiento de factorizacién debe identificarse en la forma siguiente:

“Una diferencia de los cuadrados de dos términos algebraicos se factoriza como el producto de dos
binomios conjugados, cuyos términos son iguales a los que estan elevados al cuadrado.”

Para comprender este tipo de factorizacion utilicemos su representacion mediante signos de agrupacion
para factorizar diferencias de cuadrados.

Ejemplo. Diferencias de cuadrados con coeficientes enteros.

8a® — 25p% =

Procedimiento:

1. Se extrae raiz cuadrada de ambos términos para representar la diferencia de cuadrados segun el
modelo:

9a® - 250° = [3a%)% - {5b%)? =
2. Con estas raices se escribe el producto de binomios conjugados.

0a* - 25b° = [3a%)2 - {5b%} 2 = ([32°] + {5b°})([3a”] - {5b°}) = (3a® + 5b%)(3a” - 5b%).

o—Biferenciadetuadrados con coeficientes racionales.
2 4 2 2 2 2
m°n’ 36 g o mn 6 3 mn 6 3 mn 3 3 mn~ 3 3
[ —— — —_ = —_— -] = = |— 4 = —_—
49 167°P [ 7 +{4q p})[ 7 {4‘”’ 7 TR9P||T7 TR9P

Con base en el producto notable de dos binomios conjugados obtuvimos el modelo matematico para
factorizar una diferencia de cuadrados.

Factoriza las siguientes expresiones algebraicas empleando la representacion mediante signos de
agrupacion para cada diferencia de cuadrados:
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Aplicando el procedimiento para multiplicar un binomio por un trinomio, obtenemos ios resultados para
los siguientes ejemplos:

1) (a + b)(az—ab + bg) =a’+ b ya que:

a’—ab + b?
a+b
a’-a?b + ab®
+a’b ~ab® + b°

a + b3

2) (x2—2x+4)(x+2)=x3+8, ya que:

X —2x + 4
X+ 2

x3—2x2+4x
+ 2% _4x + 8
X3 + 8

3) (v + 3)(¥* -3y + 9) = ° + 27, yaque:

V' -3y +9

__y+3

V-3 +9y
+ 32 -9y + 27

v + 27

Analizando cada uno de los resultados observamos que se obtiene una suma de cubos.

Por otra parte, si a los ejemplos anteriores les aplicamos la propiedad de identidad, obtendremos una

expresion algebraica, la cual se representa mediante un producto de otras expresiones, es decir, tendremos
una expresion factorizada.

a’ +b%=(a+b)a®-ab + b?)

X2+ 8=(x+2)(X-2x + 4)

y 427 = (y+ 3P -3y + 9)
De esto deducimos que el modelo matematico para factorizar una suma de cubos tiene la siguiente forma:

oty = ) -y + )

Para su correcta aplicacion, conviene identificar este modelo de la siguiente forma:
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. 1 64 35
ot R e /7 =
Ejemplo o 552y

En este caso el procedimiento se desarrollard sin indicar los pasos, en la siguiente forma.

0 (_L_g +1_632y4j

4g2 3 3

Del ejemplo anterior, calcula las raices de ambos cubos, los cuadrados de las raices y el producto de
ambas rafces para que verifiques sila factorizacion es correcta.

La suma de los siguientes no es factorizable por este procedimiento x3 + 4, explica por qué.

FACTORIZACION DE UNA DIFERENCIA DE CUBOS

Para la factorizacion de Ia diferencia de cubos, el modelo matematico sdlo difiere del modelo anterior en
los signos de dos de sus terminos como se observa a continuacion: x° —y3 = (x—y)()f2 + Xy + f)‘

Dado qgue el binomio x° - y3 lo puedes escribir en la forma: x2 + (—y)3, aplica la regla para el modelo de Ia
suma de cubos y verifica que se obtiene la féfmula anterior, Y, ademas, describe su forma de identificacion.

Como ejemplos para factorizar una diferencia de cubos calcularemos un ejercicio que contenga los
mismas términos que el primer ejemplo de suma de cubos, y ello de manera que observes las diferencias
en los resultados.

Ejfemplo: w3 - 105 =

- la raiz cbica de ambos términos ° \{;3 =w, 3 \/1;5 =5

- el cuadrado de ambas rajces w? (5)2 =25

- el producto de ambas raices 5w

Por tanto: w® - 125 = (W~ 5)(W* + 5w + 25)

Observa los siguientes casos para mayor comprension de esta regla.
Ejemplo:

& +27)° = (20~ 3)(a¢? + 6xy + 9%

Ejemplo:

1-273%0 = (123921 + 32 + 9yt

31



Como puedes observar, estos trinomios constan de un término cuadratico, otro de primer grado y otro
constante, llamado término independiente, por lo que son trinomios de una sola variable con co eficientes
constantes.

El procedimiento de factorizacion para este caso lo describimos mediante ejemplos.

Ejemplo. Factorizar el trinomio x° + 3x - 10.
La expresion factorizada de este tipo de trinomios es un producto de dos binomios con un término comun,

el cual se obtiene al extraer la raiz cuadrada del término cuadratico v ¥ = x, por lo que:
X* +3x-10 = (x )(x)

Los segundos términos de ambos binomios son dos nimeros cuyo producto resulta igual al término
independiente y cuya suma es igual al coeficiente del término de primer grado, esto es:

(+5)(-2) = —10
(+5)+(-2)= +3
Por tanto, la factorizacién completa de trinomio en este caso resulta:
X2+ 3x-10 = (x + 5)(x - 2)

Cabe aclarar que los dos nlimeros pueden pertenecer a cualquiera de los dos binomios. Es decir, también
se puede escribir;

X°-3x-10 = (x- 2)(x + 5)
Ejemplo. Factorizar el siguiente trinomio.
X - 13x-30 =

~ Buscamos el término comn. Y calculamos l0s términos no comunes;

- Escribimos la factorizacion del trinomio.
¥ =13x-30 = (x= 15)(x + 2) 6

X =13 =30 = (x + 2)(x - 15)

En la factorizacion del trinomio x> - 4x — 21...

CELtérmino comin es x?



=2+ 2)-1(x+ 2)

(x + 2)(2x - 1)

Ejemplo. Factorizar el trinomio 6x° - 5x - 4.
Multiplicamos el coeficiente del término del segundo grado por el término constante.
Asi: (6)(-4) = -24

El' producto obtenido lo descomponemos en factores, de tal manera que la suma de los factores sea igual
al coeficiente del término de primer grado.

Asf: (-8)(+3) = —24
(-8) + (+3) =-5

Sustituimos en el trinomio dado el coeficiente del término de primer grado por la suma de los factores y
le aplicamos la propiedad distributiva.

Asi: 6x°—5x-4 =67 + [(-8) + (+3)]x -4
= 6¢° - 8% + 3x -4

Al polinomio obtenido lo factorizamos aplicando el método de agrupacién de términos, con o cual se
‘concluye la factorizacion del polinomio.

Asi: 6xX°—5x—4 =6 + [(-8) + (+3)]x— 4
=6 - 8¢+ 3x— 4
= 2x(3x~3) + 1(3x - 4)
= (- HEx+

Para mejor entendimiento de cémo se factoriza un trinomio de laforma ax? + bx + ¢, daremos dos ejemplos
mas en los cuales no se mencionaran los pasos como enlos ejemplos anteriores, pero es necesarioc-obserar——

que en cada ejercicio se efectan dichos pasos.

Ejemplo. Factoriza el trinomio 6x° + 7x + 2.
(+6)(+2) = +12

(+4)(+3) = +12

(+4)(+3) = +7
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1. Trinomios de la forma x° + bx + ¢, 1,4, 5,7, 9y 10.
2. Trinomios de la forma ax® + bx + ¢, 2,3, 6, 8, 11y 12.

En sequida se presentan los resultados de dichos ejercicios:

1. (x+3)(x=5) 7. X+ 7)(x + 3)
2. (4x-3)(3x + 2) 8. (x-2)(3 + 4)
3. (x+2)(2x + 3) 9. (x-10)(x + 3)
4. (X + 7)(x-2) 10. (X + 6)(x - 5)
5 (x-8)(x-1) 1. (2x-3)(3x + 2)

6. (x+ 1)(3x + 2) 12, (x-1)(5x + 4)




Como ya se ha dicho, los principios que se aplican en Aritmética tienen igual aplicacion en Algebra y para
el caso de las fracciones algebraicas tienen validez también, citando entre otras a:

1) Cuando el numerador de una fraccion es multiplicado o dividido por una cantidad, Ia fraccion queda para
el primer caso multiplicada por dicha cantidad o bien queda dividida entre esa cantidad para el segundo caso.

Primer caso: aj multiplica Segundo caso: b) divide
6a
Ga) ., _ 122 24 _3a
(4)(2) T4 41 4

2) Cuando el denominador de una fraccion es multiplicado o dividido por una cantidad, la fraccidn queda
dividida entre dicha cantidad para el primer caso y para el segundo caso queda multiplicada por dicha
cantidad.

Primer caso: a) muitiplica Segundo caso: b) divide
X x _ 2
(10)(3) 30 10 5

2

3) Cuando tanto el numerador como el denominador de una fraccion se multiplican o dividen por una
misma cantidad la fraccion no se altera.

Primer caso: a) multiplica Segundo caso: b) divide

3x _ (3x)(:13) L9 1ox _ (10) +(2) _ 5x.
y (@G & B 20y (20y) + (2) 1Oy

I _ (30E) _ KX
2y (23 2y

Se entiende comao reduccion de una fraccion algebraica el cambio que se le realiza sin afectar su valor.

Una fraccion algebraica se simplifica cuando los términos se cambian por valores primos, senalando
entonces que.la fraccién es irreducible y ha quedado expresada en su forma mas simple.

Existen cambios en los signos que pueden hacerse en una fraccion sin que ésta se altere, de acuerdo
con los casos:

a) Sea la fraccion % , ésta puede quedar expresada por :%

. -8 .y +a
o bien —— o también por ——
+b POT g

b) Cuando los términos de la fraccion son polinomios se pueden cambiar los signos de la forma siguiente:
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Sea la fraccion /: ";, para cambiar el signo del numerador hay que cambiar el signo de cada térm;

no

del polinomio, quedando -m + n y haciendolo mismo con el denominador, o sea, cambiando gl signo
por —x + y, concluyendo:

m-n _-m+n _n-m
X-y  X+y y-x

¢) Cuando en el numerador o denominador de una fraccién hay productos indicados, se pueden hacer
los cambios de signos:

Se puede cambiar el signo a un numero par de factores sin cambiar el signo de la fraccion.

ab _ (-a) ab _ (-a)b

Xy (X Xy  X(-y)

ab _ (m)(-b) ab __ab

Xy Xy Xy ()(Y)

a;b = ﬁ(;%)—(%b)l. En este caso se ha cambiado el signo a cuatro factores, y siendo el cambio valor multiplo

par, €l signo de la fraccién no cambia.

¢Recuerdas esta ley de los signos?

Se puede cambiar el signo a un nimero impar de factores y, por consiguiente, se cambia el signo de la
fraccion.

+@ _ _ —a)b +@ _. ab

Xy xy Xy  X(~y)
L3 (cab) Lab _ (@b
Xy (=X)y Xy (X(y)

Si aplicamos los principios anteriores en la fraccion.

(x = 1)(x - 2)
-3 -4

Los cambios de signo pueden expresarse:

C-Dx-2) )x-2) Se cambian los signos de «x» en el primer binomio
Vot = A 7)) del numerador y de «» en el primer binomio del
V=-30-4  @B-ny-4)

denominador sin cambiar el signo de la fraccion.

x-Dx-2) - X)(2 - X) Se cambian los signos en los cuatro términos de los
2) -3y =4 ) = m dos binomios del numerador sin cambiar el signo de

la fraccion.
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Ejemplo. Simplificar: — ‘ Nota: Para este caso hay que recordar los casos de
factorizacion.

De manera de simplificar tanto el numerador como el denominador hay que definir por medio de
cual caso de la factorizacion se pueden descomponer en el producto de factores los polinomios que
forman la fraccién algebraica.

Para el numerador de la fraccion, se observa que se trata de la suma de cubos. Porlo que aplicando
su regla particular de factorizacién tenemos:

8a’ + 27 = (2a + 3)(4a° - 62 + 9)

En el denominador se tiene un trinomio cuadrado perfecto, el cual queda aplicandoie sy regla
particular de factorizacion:

(4a° + 12a + 9) = (2a + 3)°

Sustituyendo los factores del numerador y del denominador y simplificando factores comunes,
tenemos:

8a° +27 _ (2a+3)(4a®+ 6a +9) _ (Ra+7T)(4a° + 6a-+ 9)
42° +12a + 9 (2a + 3)2 (22A4-3)(2a + 3)

82°+27  4a°-Ba+9
4a° + 122 + 9 2a + 3

(@® - 1)(a° + 2a - 3) _
(@°-2a + 1)(a® + 4a + 3)

Ejemplo. Simplificar:

Para poder simplificar esta fraccion algebraica es importante identificar por medio de su clasificaciéon a
todas y cada una de las expresiones que aparecen tanto en el numerador como en el denominador para que
con el uso de las reglas de factorizacion se realice la simplificacion.

Identificacion de expresiones algebraicas:

@ -1) se clasifica como una diferencia de cuadrados.
(a2 + 2a - 3) se clasifica como un trinomio cualquiera.

(32 -2a+1) se clasifica como un trinomio cuadrado perfecto.
(a2 + 4a + 3) se clasifica como un trinomio cualquiera.

Una vez que se han identificado y clasificado las expresiones algebraicas procedamos a su factorizacion.
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3x =3y X + xy = X=y)(3-x), quedando ya factorizado el denominador de |a
fraccion.

Sustituyendo las transformaciones realizadas en la fraccion:

ax® - 93 a(x + 3)(x-23) Con el objeto de poder eliminar el binomio (x ~ 3) del
A3y -2 + Xy = (xX-y)(3-x) numerador es necesario cambiar el signo de los

términos de binomio (3 - x) del denominador, y para
no alterar el signo de la fraccion debemos Cambiar el
signo del otro binomio del denominador, ya que
haciendo el cambio de signo a dos factores (nmero
par) no se cambia el signo de la fraccién,

Por tanto:
ax’ - 9a _aX+3)(x-3) _a(x +3)(x=3)
I -By-x"+xy X=-NEB-X) (X +y)E-23)

_ax+3) Con lo cual eliminamos el binomio (x—3) tanto del
Ty numerador como del denominador, quedando asf el
resultado.

Realiza las siguientes actividades:
1) Simplifica:

a®-25a _ a(a®- o5 _ a(a + 5)(a-5)
2a° + 8a°~10a 2a(a®+ 4a-5) 2a(@ +5)@-1)

Determina qué falta en este ejercicio para llegar al resultado y concluye el ejercicio.
2) Simpilifica:

x2—2x—3_ X=3)(x -1
X-3 = (x-3)

—————Indicalos-errores-que-se-hancometido e este ejercicio.

3) Simplifica:
X2 —4x + 4 En cada paso del desarrollo, sefala los posibles
52 5 errores o, en su caso, omisiones que existen.

X2 4x + 4 _ x-2)7?
ax?-x' x4 -
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Obteniéndose la nueva fraccion, que es equivalente a
la primera.

Segundo caso. Cuando se indica el denominador equivalente.

Sea la fraccion 4i y debe convertirse a otra con denominador 20a2y4.

Se procede a determinar el factor que, multiplicado por el denominador original, obtenga el denominador

equivalente.

20a%* + 4y = 532y' - Para no afectar a la+fraccion original, habrg que
multiplicar también el numerador por este factor.

(5)(5a%) = 25a%

5 _ 253%

43 B 20a%/"

Tercer caso. Con polinomios, senalando denominador.

Sea la fraccién }/Lg convertiria a otra fraccion con el denominador f -y—6.

Hay que determinar el factor que, multiplicado por el denominador original, obtenga el nuevo denominador.

y+2 :'7 £
y-3 | Y- y-s - :
—.y2-3y El binomio (y+2) debera mulitiplicarse con el
' +2y—6 numerador original para.no-alterar la fraccién.
—2y+6

0

W +2-2) =y-ar

Quedando la conversion:

Y=2 _y-2)y+2) __y-4
y=3 ¢-3)v+2) 2 _y s

*  Producto de binomios conjugados.
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a) Si es posible, se deben simplificar las fracciones dadas.

b) Se calcula el minimo coman maltiplo de los denominadores, siendo este el denominador comun.

c) Para obtener los numeradores equivalentes se divide el minimo coman multiplo (denominador comun)
y cada denominador original y el cociente se multiplican por el numerador respectivo.

Ejemplos. Reducir las fracciones al minimo comn denominador.

1) Sean g, % S5
8. 23° 4x°

Se calcula el minimo comin miltiplo de los denominadores a, 2a°, 4x%; siendo 4234 el denominador
comun. Ahora dividamos entre cada denominador y su cociente lo multiplicaremos por su numerador
respectivo, quedando:

4a%x? 2 (294ax®)  Baxr®
ax®; <= =
R Tl

ol
o))

4a3°x2 _ 2. 3 3y ex?

" 287 4222 4334

42 5 5 _(5)@%) _ 5a°
4x? Cad 4a?® aa%P

. 1 X-1 2x-3
2) Reducir: — , ——
9x3

2 6 al m.c.d. (minimo com(in denominador).
3 " -

Se calcula el m.c.m.(minimo comun multiplo) de todos los denominadores 3)(2, 6x , 9x3, siendo

18¢2 el denominador comun.

183 1 (1)) 6x

—— =6x T — = =
3x° 3 18d 1axd
1.&\/3_3% —x =3 =1 3" =37
bx 'o6x 18X3 18X3
1ax3_2 S 2x=3 _ 2(x-3)  4x-6
9 L9 18¢° 18¢°
+
3) Reducir: X+3 o X+ 4 al m.c.d.

-1 P+t 2t R rx-2

Calculando el m.c.m. de los denominadores.
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¢Observaste que el signo del segundo término
debe ser negativo y el tercer término de la expresion
entera esta mal simplificado, debiendo quedar como

+y27

HHX%}; _ (x+y)(x—xy_>y+ o=y _ (x+y)<x—yify<x—y)(x+y) o2y

Explica los pasos de transformacién necesarios hasta
llegar al resultado anotado.

Falta realizar la suma de binomios conjugados anotada en el numerador y después simpilificar la expresion
resultante.

LA PP 202 2l-peey) ol “j
X_.y - X -y - (X’y) '—2[(X Y)]_'2X+2y
Realiza las siguientes actividades y después compara tus respuestas.

Completar:

3a 3a° + 3ab

a+b g2, 4p 4 p2

Xx-5 3°-15x

a 3ax

x+1= X2 —x=2
X+5 ¥ 4ax-10

Reducir a expresién entera o mixta

10a2 + 153 — 2

2a + 3 _Z (Exp._mixta)
od

ha

2&14 - Saa + a2

a-=2
5 2a%-a-2-—=
a-a+1 a”—a+1
Reducir a fraccion
3 3 2
- +a+ 1
a2_3a+5+28 11a+ 9 a4+ a

a’+a-2 at?2
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5 12 18 il 2 a3", anA*O, b*m*
5 6 9 | 2
5 3 93 m.c.m. = ab?m®
5 1 3 3
5 1 115 ~mem = 23x32 x5 x a3p2m* 2
1 1 1
mcm. =23x3%x5 m.c.m. = 360a°b°m*x?

CALCULO DEL MINIMO COMUN MULTIPLO DE POLINOMIOS

Para el calculo del m.c.m. de polinomios se descomponen las expresiones algebraicas dadas en sus factores
primos. El producto de los factores primos comunes y no comunes afectados de su mayor exponente
determinara el m.c.m.

Ejemp/os. Calcular el m.c.m. de:
, i
1) 14a°, 7x - 21
La expresion 1442 queda integrada por sus factores 2 x 7xa%
La expresion 7x — 21 queda integrada por sus factores (7)(x - 3).
Porlo que m.c.m. = (2)(7)(@%) (x - 3) = (14a%)(x - 3).
m.c.m. = 14a2(x—3)

2) 4ax® - 8axy + 48}2, 6b%x ~ 6b2y; factorizando cada expresion

4ax° - Baxy + 4ay” = 4a(F - 20 + %) = ()(@)(x - )2 = A@[(x - )]’

6b%x - 6b%y = 6b%(x - y) = (2)(3)(BI(X - y)

m.c.m.

I

(2%)(3)(@)BA[(x - y)]? = 12ab%(x - y)?

m.c.m. 123b2(x - y)2.

I

3) 2 - 8x, 3x* + 3% - 182 20 + 10x* + 126, 62 - 2dx + 24 |

Factorizando cada polinomio, tenemos:
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~—~ Calcula el m.c.m. de las siguientes expresiones y después compara tus respuestas:

1) 24a°x°, 36a°%y%, 4025, 60a%,°

2) 3a° 8ab, 1062 12a%b% 162%h2

3) 4. x* + X2, Py~ xy

)3 X+ 1,27 -2+ 2 68 + 642
5) (K- 25), (€ - 125), (2x + 10)

6) (15> + 206° + 5x), (3%° - 3x + ¥2 - 1)
y @'+ 1883 + 3

360a°x%y®

240a°b®

(4 = 1)

@ + 1)E-x+ 1)

(2)(x + 5)(x - 5)(x? + 5x + 25)

(15)¢4)[(@x + 1)) (E - 1)
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OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS
ADICION DE FRACCIONES

Para realizar cualquier tipo de adicion de fracciones algebraicas es conveniente seguir los siguientes pasos:

1) Se deben simpilificar las fracciones iniciales del problema, cuando esto sea posible.
2) Silas fracciones son de distinto denominador, hay que calcular el minimo comdn denominador.
3) Se realizan las multiplicaciones indicadas.

4) Se suman los numeradores de las fracciones resultantes quedando dividido entre el comUn denomi-
nador.

5) Se reducen términos semejantes en el numerador.

6) Simplificamos la fraccion resultante, de ser posible.

Apliquemos estos pasos de transformacion para la operacién de adicion de fracciones algebraicas en los
siguientes ejemplos: -

A) Cuando las fracciones tienen denominadores con un solo término (monomios).

—da  x-2 1
2ax 5x2 10x

Simplificar la adicion: X

No es posible simplificar las fracciones iniciales, por lo que debemos calcular el minimo comun
multiplo para tener el minimo comn denominador, ya que son diferentes denominadores.

212 515 10| 2 En los coeficientes de los denominadores se tienen
1 1 515 los factores primos comunes (2)(5).
1
ax X2 X Enla parte literal de los denominadores se tienen a las

literales comunes afectadas de su mayor exponente a,
X, quedando el minimo comun denominador (m.c.d.)

por (2)(5)ax’> = 10ax” .

Se divide el m.c.d. entre cada denominador y su cociente se multiplica por el numerador correspon-
diente.

X - 44 +><—2+__1_ (5x)(x~4a)+(Za)(x—2)+(ax)(1):

2ax 5?10 10ax”
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1o b 1 @-D)+ @)+ (6)
3+ 3 2x~-2 L, 2_4 (E)(x +1)(x-1)

realizando las multiplicaciones.

o 1y ] 24X +I6 implificando términos semejantes
- S
2x -2 6)(x + 1)(x—1
3+ 3 X2 -1 )¢ )e=1) en el numerador.

LS R S 5x + 7
ax +3  2-2  ,2_q1 (6)(x+ Nx-1)

Como no se puede simplificar la
fraccion, esta queda como resuitado.

Realiza la adicion de fracciones algebraicas y sefala si se cometieron errores al solucionar el ejercicio.

a-1 2a 3a+4 _ (M@E-1)+ (2)2a) + (3a + 4)
3 6 12 N 12
- +3a + 4
3 6 1212 =4a 4 + 43 + 33
12

3 3 6|2 ,

11a
3 3 3|3 >
11 1

Desarrollando la suma de fracciones siguiente, indica si faltan o no pasos de transformacion para validar

el resultado sehalado.

X4y, Xy _ KANEHY) +X-NE-y) _ KPP x=-9® @+ 9P+ oy)
x-y x+y o x-NKX+Y) x-N+y) 2~

Falta realizar los siguientes pasos:

Xty ., X—Y+(X+y)2+(wa)2=x2+2xy+)?+x2—2xy+y2:2>(2+2)?
X—y Xty 2=y (X=y)(X +Y) By

_2F 422
e |

——— Resultado

Observa los siguientes ejemplos:

2, _(x+5)(@)+ (1)@ _ 2+ 10+ 3 _
Xx-5 ,2_o5  (X+5)(x-5  (x+5)x-5)

1)
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2) Silas fracciones son de distinto denominador, hay

3) Se multiplican las expresiones indicadas.
4)
5) Se reducen términos semejantes en el numerador.

6) Simplificamos la fraccion resultante, de ser posible

Apliquemos estos pasos de transformacion parala o
siguientes ejemplos:

A)

a+ 2b_4ab2—3 _
3a 682b -

8 +2b 4ab®-3 _ (2ab(a + 2b) - [(1)(4ab? - 3)

que calcular el minimo comun denominador.

Se restan los numeradores y la diferencia queda afectada del comdn denominador.

peracion de resta de fracciones algebraicas en los

Cuando las fracciones tienen denominadores con un solo término (monomios).

No es posible simplificar |as
fracciones iniciales por lo que
debemos calcular el m.c.m. de los
denominadores; m.c.m. = 63%p

)

3a 6a’b 6a°b

_ 2a°b + 4ab® - [4ab? - 3]
6a°b

2a%p + 4ab? - 4ab® + 3
6a°b

Se obtienen los productos parcia-

les:
°b
= 2ab ; (2ab)(a +
7 ab ; (2ab)(a + 2b)
I (1)(4ab? - 3)
6a°b

Se realizan las multiplicaciones del
numerador.

B)

Restando los numeradores

Reduciendo términos

Cuando las fracciones tienen denominadores con varios términos (polinomios).

Se calcula el m.c.m. para que sea
el m.c.d. por su regla
correspondiente de factorizacidn.

61



A8 -2 2x+5 _ (2)0¢ + x—2) —x(2x + 5) _ 28 v ex -4 2F sx

2x° 4x ax?
. X - X+ 2
2) Realizar X+ 4 B g
X1 X+2 (@ =-DE-1)=[(x+1)(x+ 2)]

Se realizan las ope-
a2 raciones algebraicas
. indicadas en el nu-
_ X+ ax-4-2F 5y merador.
42
Se reducen
2F 4 Bx—4-2° 5y _ x4 |términos
= a2 T2 { sem ejantes
T idel
numerador

Se calcula el m.c.m., y para
tener el m.c.d. se divide el

4x +4  8x-8 B)x+ Hx-1)

_ @ =1%-(2 + 3x + 2)
- B+ 1)x-1)

_@0F-2x+ 1) = +3x + 2)

B+ N)x-1)

_ 2 —4x+2-xP-3x-2
@+ DE-1)

m.c.d. con cada denomi-
nador y se indican los pro-
ductos con cada
numerador.

Seindica en el numerador
que hay un binomio al
cuadrado y también se
{ reallza el producto de
binomios con término co-
mun.

Se realiza por productos
notables el cuadrado del
binomio

Se realiza la operacion de
multiplicacién y se
suprimen los signos de
agrupamiento cambiando
losdetsustraendo.

_ X2~ 7x
- B)x+ Hx-1)

__X-mx
(8)(¢ - 1)

Se reducen términos
semejantes en el
numerador; asimismo, en &
denominador se puede
cambiar el producto de
binomios conjugados por su
diferencia de cuadrados, la
cualserefiejaenelresultado.
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; 3\

) "3x—3_‘) A ax 4 4]

(B)(x - 1)(x + 2)2

3x-3) (X +ax+4)
(2x+4) ¥y B

X+ 4x + 4

(2)(x + 2)(x)(x = 1)

= BT (XA2)(x + 2)

3x -3
2x + 4

X - x

(3x—3) X+ 4x + 4 _ (3)(x+2)
2x +4 X —x (2)(x)

Factorizando:
3X-3=3(x-1)
)(2+4x+4=(x+2)2

2 + 4 = 2(x + 2)

xz—x=x(x—1)
x-3) (¥ +ax+ 4] 3x+6
2x + 4 2y o

3) Multiplicar Ias siguientes fracciones.

(2) X +-2) () (x~1)

por factor comun

binomio al cuadrado

por factor comidn

por factor comtin

obteniéndose su resultado.

Se factorizan todas y cada
una de las expresiones
aigebraicas.

Sustituyéndose por sus
factores.

Se simplifican los factores
primos comunes tanto del
numerador coo del de-
nominador.

Se realizan los productos
indicados en la fraccidn
resultante.

2

a -1 3a + 4

a® + 2a

82—8-—6
2 2
3a“+7a+4)|a“-4a + 3

(a1 (@ =P (@-3)(a<2)(Bat1)

]:

@)(a-+ 2)(@a £ 1)(Ba-+4)(a=1)(a=3)

Factorizando todas y cada
unade las expresiones que
aparecen en las fraccio-
nes.

Simplificando factores
comunes tanto en el
numerador como en el
denomi nador.
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Con la aplicacion de la regla de los productos notables para fa multiplicacion de binomios con térmir

comun obtenemos el resultado de este ejercicio.

N———_——
1l
!m
n
+
[ab]
1
o

. a a
Multiplicar (a + b) (a— by 1) =

A) Se convierten las expresiones mixtas a fracciones.

_ab+a
b

a+

o

g2 _La)(b+1)—a_ab+a—a_ ab
b+1 " b1 T b+1 T b+1

B) Se multiplican las fracciones obtenidas.

) fat) - ()

(a + g) (a a | _ (ab+ a)(ab)
b

b+ 1 (bY(b + 1)

_a’b®+a%
OICES)

 blb1)

|
b feste)- S
|

Realiza los siguientes ejercicios y compara tus respuestas.

1[2x2+)<]( 8 )_ | X

' 6 4 +2) 3
22+ 20| [ 2-ox

, - 2.1

desices

o 8+ 4ab + ab?) [ 2a + ab _ 5 2
‘ 3 [a + 2b)° 3

4 X+ 2x| [P-2x-8] [ *+ ax _ 4
AP-16) | B | P rax+al X+
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Lazs)  (Posd 4 as| _ (P r125) | £ +x-56
X - 64 X+ x - 56 X*-64 | |x*- 57 + 25x¢

Se procede a realizar la multiplicacion de fracciones como se explico en el punto anterior y es conveniente

precisar que todas las expresiones que aparecen en las fracciones se pueden factorizar
X3 =125 = (x + 5)(x* - 5x + 25)
Diferencia de cubos - factorizada ~ producto de binomio y trinomio
X* - 64 = (x + 8)(x - 8)
Diferencia de cuadrados - factorizada — producto de binomios conjugados
X2+ x-56= X+ 8)(x-7)
Trinomio - factorizado ~ producto de binomios con término comun
X3~ 5% + 25x = (x)(x? - 5x + 25)

Polinomio - factorizado - con factor comun

2o64 | | P +x-56

x> + 125 -5 +25x) [P +125)( X +x-56
X -84 | 1x°- 5 + 25¢

X + 125 X0 =8 + 25x) _ (x + 5)(XC—bxFT5) (xAE)(x~7)
X2 - 64 X° + X —56 (X + 8)(x — 8)(x)(xE~5x=+75)

X+ 125 -5 +25x) _ (x+5)(x~7) _x*-2x-35
X2 - 64 X° +x-56 -8 P _gx

Efectda la division de fracciones indicada.

] - e

. L - X+ 1
Termina el ejercicio y verifica el resultado .

fRealiza los siguientes ejercicios, después compara tus resultados.

1 1 . 2 , at7
a®-a-30 a+a-42 2a + 10
, &F + 26K+ 15 6 + 135 , Bt
e -9 9?1 S 4x -3
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ACTIVIDADES DE CONSOLIDACION

A fin de que apliques el conocimiento adquirido, deberas factorizar las siguientes expresiones algebraicas y
simpiificar las fracciones algebraicas racionales, entre las cuales aparecen casos particulares para los
binomios y los trinomios. También se necesita la aplicacion de varios procedimientos de factorizacién para

algunas de dichas expresiones.

Es necesario que, antes de desarrollar un producto notable, factorizar un polinomio o simplificar una

expresion algebraica racional, pongas mucha ateneion en su estructura algebraica.

l. Desarrolla los siguientes productos notables:

1.(7x + 11)2

33

3. (2x + 5y)*

N

4. (a% - 2b)°

5. (V> = 3y)(° + 3y)

. (@b + 5)(ab - 6)

(o))

7.(x-2)7

9. (m-ny(m + n)
10. (-9 + a)(5 + a°)
11. (a° - 2b%)8
2 1 5 2
12 (EXZ + Ey )
13. (2y + 2x)(2x + 2y)
14, (a* + b)°

15. (3a° - 86%)2

8. (2m + 3)°

ll. Factoriza o simplifica, segun sea el caso, las siguientes expresiones algebraicas:

1 x° - ax*
2. rn3 + t3a3x3

3. 36ax° — 21ax° — 30ax”

4. 6x° - 18x
2
5 ¢c°--4c- 320

6Aa2+a~ab-b

2
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LINEAMIENTOS DE AUTOEVALUACION

Con la finalidad de que tengas una orientacién en cuanto a las técnicas que se debieron emplear en g
realizacion de la actividad anterior, revisa y compara tus respuestas; en caso de que te sea necesario, se
clasifican aqui los ejercicios de dicha actividad en grupos.

l. Productos notables
—Producto de un binomio con término coman: 2, 6 y 10
—Producto de binomios conjugados: 5, 9y 13
—Cuadrado de un binomio: 1,12y 15
~Cubo de un binomio: 4, 8y 14
—Binomio de Newton: 3, 7 y 11

Il. Factorizacién

—Expresiones algebraicas que requirieron la aplicacion de un solo tipo de factorizaciéon: nimeros 1, 2,
4,5,6,7,9,11,12, 15 y 20.

—EXxpresiones que se factorizan mediante el empleo de varias técnicas de factorizacion: nimeros 3,
13y 16.

—Casos especiales de binomios y trinomios: nimeros 17 y 18.

=Fracciones algebraicas a simplificar mediante el empleo de varias técnicas de factorizacién: nime-
ros 8, 10, 14y 16.

A continuacion presentamos las soluciones de los ejercicios de la citada actividad de consolidacion:

I. Productos notables

1.49%% + 154x 4 121 3.16x + 160x°y + 600x%2 + 1 000xy° + 625y°

2.x8—x4«% 4.a%-6a%b + 12a°p2% - gp°
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