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PRESENTACION GENERAL

El Colegio de Bachilleres, dentro de su plan de trabajo 1991-1994,
consideré necesario impulsar la actualizacién y homogeneizacidén de
los programas de su plan de estudios, en sus modalidades
escolarizada y abierta.

Con este propdsito, y con una amplia participacién de maestros del
Colegio, se desarrollaron los trabajos de actualizacién, orientados
al fortalecimiento de la formacién propedéutica universitaria de
sus egresados, de tal manera gque nuestra institucién responda
mejor, desde su &mbito de competencia, a los requerimientos del
pais.

como fruto de ese esfuerzo académico de profesores del Colegio de
Bachilleres en <colaboracién con asesores pedagdégicos y de
contenido, se proporcionan a nuestros estudiantes estos fasciculos
de apoyo al aprendizaje, los que en forma dindmica se irén
mejorando en la medida que se recojan las experiencias directas y

enriquecedoras que aporta el ejercicio educativo.

DIRECCION GENERAL
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PRESENTACION

El Colegio de Bachilleres, en apoyo a su programa "Actualizacién y
Homogeneizacién de los Programas del Plan de Estudios", preparé el
presente fasciculo "Funcidén de Distribucién Normal Estandar"; el
cual constituye el tercero de una serie de cuatro que integran la
asignatura Estadistica Descriptiva e Inferencial II.

En su contenido se utilizan diversos elementos de manera que te
facilitan el aprendizaje y la construccién del conocimiento para
que, al finalizar su estudio puedas aplicar lo aprendido en las

diferentes actividades de tu vida diaria. Estos elementos son:
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Te ponen en contacto com lo que vas a
aprender, como lo vas a lograr y la uti-
lidad que obtendris con su estudio; ade-
mas te indican cdmo se organiza el mate-—
rial invit&ndote a reflexionar sobre lo
que vas a aprender.

DESARROLLO DE CONTENIDO
ACTIVIDADES

EXPLICACIONES ITETEGRADORAS
SR

7
R

N

Te permite analizar y aplicar los conte-
nidos para que los construyas y reconstru-—

yas y de esta manera los hagas tuyos, y
seas un arquitecto del conocimiento.

Te proporciona una sintesis al relacionar
los conceptos relevantes de los temas tra-
tados en el fasciculo.

ACTIVIDADES DE CONSOLIDACION

Te posibilita aplicar los conocimientos
construidos a través de interrogantes y si-

tuaciones problemdticas para que integres
lo aprendido y asi confirmes tus conocimientos.

ACTIVIDADES DE GENERALIZACIONE]
GLOSARTO
BIBLIOGRAFTA

Son elementos que te permiten aclarar con-
ceptos técnicos y especializados propios de
la asignatura, ademads de proyectar los con-
tenidos del fasciculo hacia otros campos

cientificos y tecnoldgicos.




PROPOSITO

Con este fasciculo puedes estudiar las funciones probabilisticas
continuas su distribucién normal estandar, las distribuciones
muestrales y teorema central del limite, asi como la distribucién T
de Student.

Estos temas que parecen sin sentido, toman una importancia
fundamental cuando hablamos de investigacién. Para cualquier
ciencia o profesién la investigacién juega un papel preponderante,
y para que esta sea aceptada cientificamente es necesario que
cuente con datos fidedignos y sistematizados adecuadamente ;y esta
es la contribucién de "nuestros temas sin sentido"! A través de su
estudio puedes aprender a sistematizar los elementos cuantitativos
de cualquier investigacién, y si estas pensando ;Yo no sereé
investigador, seré médico, o socidélogo, © quimico, o pedagogo,
o....! Nosotros tendriamos que contestarte que todos, absolutamente
todos, en algin momento de su vida profesional hacen investigacién
y entonces requerirds estas herramientas.

Para que puedas ejercitar los contenidos que integran el fasciculo,

aparecen una serie de actividades, ino dejes de hacerlas!



INTRODUCCION

En el fasciculo anterior estudiaste las distribuciones de
probabilidad binomial y de Poisson. Estas son distribuciones de
variable aleatoria discreta, en que cada valor de la variable se le

asigna una probabilidad.

Existen otras distribuciones de probabilidad, las de variables
aleatorias continuas cuya determinacién de la probabilidad difiere de
las anteriores toda vez que las observaciones del experimento generan
un espacio muestral infinito y Cada intervalo de este tiene un nimero
infinito no numerable de posibles resultados los cuales incluyen

valores reales.

De lo anterior podemos concluir que para determinar la probabilidad
de una variable aleatoria continua, se desarrolla un método distinto

a los anteriores.

En este fasciculo estudiards la distribucidén normal como modelo de
fendmenos aleatorios en los que se efectuan mediciones continuas y te
capacitarés.en el cdlculo de la probabilidad de fenémenos aleatorios
de regularidad estadistica, aplicando para ello, la distribucidn

normal estdndar.

Asi mismo, estudiards la aplicacién de la distribucién de medias
muestrales mediante el uso del Teorema del Limite Central para

muestras grandes y la distribucién de Students en muestras pequefas.



CUESTIONAMIENTO GUIA

Sabemos que las aguas negras de la Ciudad de México se utilizan para
el riego de los campos de cultivo circunvecinos al Valle de México.

Estas aguas negras contienen entre otras sustancias, el cloro en
cantidades perjudiciales al sembradio de cereales porque en lugar de
beneficiarlo con el riego, lo guema y lo seca.

Por lo anterior, es necesario darle al agua un tratamiento con el fin
de disminuir o eliminar el contenido de cloro. Para ello el
Departamento del D.F. tiene establecido un laboratorio en los
colectores de aguas para determinar el contenido de cloro y dar el
tratamiento correspondiente antes de abrir las compuertas.

Para el andlisis se toma una muestra de 5 1lt. de aguas negras
diariamente. Los resultados correspondientes al mes de novieémbre de
1993 fueron las gue se muestran en la siguiente tabla. Las cantidades
de cloro se registran en partes por millén (ppm).

16.2 15.4 i6.0 16.6 15.9 15.8 16.0 16.8 16.9 16.8
15.7 16.4 15.2 15.8 15.9 16.1 15.6 15.9 15.6 16.0
16.4 15.8 15.7 16.2 15.6 15.9 16.3 16.3 16.0 16.3

Usemos estos datos para realizar un recordatorio de los conceptos
estudiados en tu curso de Estadistica I. Esto nos servird para
abordar los nuevos conceptos que estudiards en este fasciculo y para
ello realiza el siguiente ejercicio:

1. Ordena los datos en sentido creciente.
2. Determina el rango de variacién de los datos.
3. Elabora una tabla de frecuencia de datos agrupados de 5 clases.
4. Determina la moda, la mediana y la media de la muestra.
5. Determina la desviacién estédndar.
6. Traza el histograma
7. Traza el poligono de frecuencia.
8. Analiza el poligono de frecuencias y determina:
a) De qué tipo es (platicurtica, mesocurtica, etc.)
b) Determina el sesgo
c) Determina el orden de la media, la moda y la mediana
9. Analiza la desviacidn estdndar y determina como es la dispersién
de las puntuaciones. : ’



FUNCIONES PROBABILISTICAS CONTINUAS

En el siglo XVIIT a 1los Jugadores profesionales les interesaba
conocer a priori, las probabilidades de éxito en los distintos juegos
- de azar, para ello acudieron a los matemédticos de la época en busca
de ayuda. Como una respuesta a una necesidad planteada a los
matemdticos, en 1973 Abraham D’Moavre (1667-1754) es quien obtiene
por primera vez la ecuacidén matemdtica de la curva normal.

La distribucidn normal nos permite el cédlculo de probabilidades de
variables aleatorias continuas y discretas de cualquier problema de:
Ingenieria, Medicina, Ciencias Sociales, Agricultura, Psicologia,
Fisica, Quimica, etc.

Otros grandes matemdticos contribuyeron dandole impulso, entre ellos
podemos citar a Friedrich Gauss (1777-185%) guien la perfecciond y la
utilizé ampliamente en su teoria de errores de las mediciones
fisicas. Laplace la usé en el cdlculo de los errores de las
observaciones astronémicas. El matemdtico Ruso P. L. Chebyshev
establecié varios teoremas relacionados con la curva de la
distribucidén normal.

Los experimentos realizados por muchos cientificos, permiten
determinar que la mayor parte de las variables aleatorias se pueden
estudiar considerando que tiene una funcidén de densidad normal.

Distribucién Normal Estandar

Retomemos el problema de las aguas negras. Los resultados que debiste
obtener son:

R= 1.7 M= 16.01
M = 16.05 X = 16.08
S = 0.42

El histograma y el poligono de frecuencias son los siguientes:

ﬁ Mo < Md < X
4
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Del poligono de frecuencias podemos ver que la curva es asimétrica;
esta sesgada a la izquierda por lo tanto su asimetria es negativa.
Por su puntiagudez es del tipo leptocirtica.

Recordards que los poligonos de frecuencias pueden ser:

1. Simétricos (Grdfica A)

2. Asimétricos (Graficos B y )

a) En la asimetria positiva el sesgo es a la derecha (Grafico B)
b) En la asimetria negativa el sesgo es a la izquierda (Grafico C)

Fig. 2

1. Los poligonos simétricos se clasifican en:
a) Platicirtico (Grafica A)

b) Mesocirtico (Grafica B)
c) Leptocurtico (gréafica C)

10
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Fig. 3

De los graficos anteriores podemos concluir que la forma de cada una,
estd intimamente relacionada con las medidas de tendencia central y
de dispersién.

En las simétricas, las medidas de tendencia central coinciden en el
mismo punto, es decir p= Mo= Md.

Las medidas de dispersioén son diferentes, de la figura (3) obtenemos

que:
9- %-

En las asimétricas las medidas de tendencia central son diferentes y
1o mismo ocurre con las de dispersidn.

a) Sesgo positivo p < Md < Mo

7" 0,7 5

b) Sesgo negativo g > Md > Mo

En cualquier problema de variable aleatoria continua, su poligono de
frecuencia es alguna de las graficas anteriores y éstas dependen de
sus parametros de tendencia central y de dispersion.

La grafica que tiene forma de campana, Su media 4 = 0 y O= 1, se
]lama curva normal estandar o campana de Gauss por haber sido el
primer cientifico que usé esta representacion.

Las curvas simétricas tienen la forma de campana y las asimétricas no
tienen esa forma pero pueden transformarse a simétricas.

El procedimiento para transformar las curvas asimétricas en

simétricas, es mediante una normalizacién de los datos del problema y
que etudiaremos a continuacién.

11



NORMALIZACION

El proceso de transformacién de un poligonoc de frecuencias a una
curva normal, se llama normalizacidén y para ello se hace un cambio de
escala mediante la normalizacidn o tipificacién de las puntuaciones,
es decir los valores (x) se transforman en valores Z mediante la
ecuacion de transformacién.

Z = Xi-p - - . (1)
a
Z = Puntuacidén normalizada o tipificada
Xi = Cada una de las puntuaciones de la poblacién
# = Media de las puntuaciones de la poblacidn
@ = Desviacién estdndar de la poblacién

Veamos el siguiente ejemplo:

Se desea conocer el peso promedio de los alumnos del turnc vespertino
del plantel 2 del Colegio de Bachilleres . Para ellc se toma una
muestra representativa de 150 alumnos y se pesan. Los pesos vya
crganizados en 13 clases, se muestran en la siguiente tabla de
frecuencias:

‘ -
Clases en kg.|30-34|35-39|40-44{45-49|50~54|55-59|60-64|65-69{70-74
fi 1 5 8 8 10 18 12 36 28

75-~79 | 80~84 | 85-89 | 90~94
12 8 3 - 1

Ejercicio: Con estos datos calcula
a) La media, vy,

b) La desviacidén estdndar.
c) Traza el poligono de frecuencias.

12



Los resultados que debiste obtener son:

N = 150 £
X = 63.9 \
S o= 12.2
40
30

POLIGONO DE FRECUENCIAS

R e

Fig. 4

De esta grdfica podemos concluir que es asimétrica con sesgo negativo
y del tipo leptocurtica.

Ahora vamos a normalizar estos datos y trazar la curva normal
estdndar sobre este poligono de frecuencias para poder constatar el
camnbio de escala.

ara explicar el procedimiento vamos a construir la siquiente tabla:

13



Normalizacién de una Distribucién Asimétrica

1 2 3 4 5 6 7 8 9

CLASE | fi Lr hx = Z=Ax/y‘ PARTE PARTE fe fe re-
SUP X; =X MAYOR MENOR dondeada

90~94 1 1%94.5] 30.6 2.51 0.9940 0.0119 1.785 1.8
85-89 3 189.51 25.6 2.10 0.9821 0.0276 4.140 4.1
830-84 8 184.5] 20.6 1.69 0.9545 0.0548 8.220 8.2
75-791 12| 79.5] 15.6 1.28 0.8997 0.0919{ 13.875| 13.9
70-74| 281} 74.5| 10.6 0.87 0.8078. 0.1306| 19.590] 19.6
65-69| 36} 69.5 5.6 0.46 0.6772 0.1573| 23.595) 23.6
60-64 | 12 1 64.5 0.6 0.05 0.5199 0.1605 | 24.075 | 24.1
55-59 | 18 {59.5| -4.4 -0.36 0.3594 0.1388 | 20.820 | 20.8
50-54 | 10 | 5405 | -9.4 -0.77 0.2206 0.1016 | 15.240 | 15.2
45-49 8 {49.5| -14.4} ~-1.18 0.1190 0.0631 9.465 9.5
40-44 8 144.5| -19.4| ~-1.59 0.0599 0.8331 4.965 5.0
35-39 5 139.5| -24.4} -2.00 0.0228 0.0148 2.220 2.2
30~34 1 |34.5| -29.4 | -2.41 0.0080 0.0080 1.200 1.2

Las columnas 1 y 2 corresponden a la clase y la frecuencia
establecidas en la primera tabla. '

La columna 3 corresponde al limite real superior de cada clase el
cual se determina aumentando medio punto a cada valor del limite
superior.

La columna 4 es igual a la desviacién de cada puntuacién con respecto
a la media y se obtiene mediante la ecuacidn:

AX=X; ~ X e e . (2)

Se toma como xi al limite real superior de cada clase.

14




La columna 5 es el valor de 7z correspondiente a cada puntuacién vy se
obtiene mediante la ecuacidén de normalizacién o tipificacién, esto

es:

Z= 8% = xi X Cee (@)

La columna 6 se determina de los valores de la tabla del apéndice (A)
"Areas y ordenadas de la curva de distribucién normal en funcién de
Ax " que posteriormente ejemplificaremos.

En la primera columna de esta se localiza el valor de Z, en la
tercera columna se lee el valor del &drea bajo la curva normal de la
parte mayor.

En la cuarta columna se lee el 4rea bajo la curva normal de la parte
menor y se registra en la columna siete de nuestra tabla.

Ejemplo:

Para 7Z=2.51 el &drea de la parte mayor que se lee en la tercera
columna es 0.9940.

Para 72=-2.41 en la cuarta columna se lee el &drea de la parte menor
correspondiente a 0.0080

La columna ocho de nuestra tabla corresponde a la frecuencia esperada
(fe) y se calcula multiplicando el total de casos N=150 por el &rea
de la parte menor (columna 7) de cada puntuacién.

Ejemplo:

(06.0119) (150) = 1.785
La columna nueve es la frecuencia esperada (fe) redondeada a una

cifra decimal.

Con estos valores de la tabla trazamos el poligonc de frecuencias y
la curva normalizada para ver el cambio que sufre el poligono de
frecuencias de cualquier problema que se normalizan los datos:

15
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Fig. 5

A = Poligono de frecuencia de los pesos de 150 alumnos del plantel

2 del turno vespertino del Colegio de Bachilleres.

B = Curva normal del mismo problema

En la escala 2 de la figura 5, se determinan los _valores de la

desviacién tipica (s), a uno y otro lado de la media (X)

Del ejemplo anterior habrds notado que normalizar los datos de un
problema es equivalente a cambiar la escala "x" por la "z" y calcular
las nuevas frecuencias que son las ordenadas de cada punto. Para ello
usamos los valores de la tabla. Estos valores corresponden a las
dreas bajo la curva normal y se han calculado mediante la ecuacidn

que define a la funcidn normal y ésta es:

y = f(x) = 1 e 20 . .. (3)
V216
D= 3.1416.... 4 = media poblacional
e = 2,718281... 0" = Desviacién estandar de la poblacidén
x = cada uno de los datos u observaciones.

16



Con la ecuacién (3) podemos trazar la curva normal gue tiene la
forma de campana. Primero obtenemos u y U de los datos del problema y
sustituimos en la férmula (3). Para obtener un par ordenado, usamos
un valor arbitrario de x y obtenemos un valor de y. Esta sucesidn de
puntos nos da la curva normal.

La Curva Normal Estandar

La curva normal estdndar o campana de Gauss es la misma curva
normalizada solamente que mediante una traslacién se lleva la curva
hasta el origen. En este caso usamos 4 = 0y &= 1.

La siguiente grafica muestra la curva normalizada con = 30 y U= 10

B | A

'y
hJ

3% <20 T -w

i

2
-
-

o

40

()
o
N
o
L3
-+ 4
w
- ST
[\
Q

P SR
-~

E
o

e 20 -G MH=0 T 20 37

A= Curva normalizada
B= Curva normalizada y estandarizada

Al trasladar la grafica anterior al origen, hemos transformado los
pardmetros p y ©O en:

Con estos valores reducidos, la curva normal estdndar se obtiene
mediante la grafica de la funcidn:

nix,,

y = f(x) = 1 e c e . ()
| ya2m

y la ecuacién de tipificacidén es la ya conocida:

»

X =u+az2 . 2= _X-U_ . - - (1)

17



Ejercicio:

Con los datos del problema de las aguas negras, elabora la tabla con
los datos normalizados y traza la curva normal sobre el poligono de
frecuencias que ya obtuviste antes.

VALORES NORMALIZADOS nzn Yy AREA BAJO LA CURVA NORMAL

Ya guedd establecido que para normalizar el poligono de frecuencias y
transformarlo en una campana de Gauss, se tipifican las observaciones
(Xi) del problema cambidndolos a una escala (Z) mediante la ecuacidén

(1).

Esta curva normal es necesaria estandarizarla para poder calcular la
probabilidad mediante una misma tabla ya elaborada para toda curva
normal estandarizada, que se obtiene trasladando la media al origen
como ya se indicé.

La curva normal estandarizada tiene las siguientes caracteristicas:
a) La altura alcanza su valor maximo con u = 0 y su valor es 0.4, es
decir; el punto mdximo es P (0,0.4)

m

b) La curva normal estdndar es simétrica con respecto a la media por
lo tanto 1los pardmetros de tendencia central son iguales, es

decir:
u = Mo = Md = 0 « . o« (5)
c) La desviacidn estdndar es =1
d) El drea bajo la curva es A=1

El &drea sombreada vale 1 y como la curva es simétrica cada regidn a
los lados del eje y vale 0.5

18



e) El eje Z es una asintota horizontal de la curva yva que lim(z)=0
Z v 9

£) El drea mds importante donde se distribuye la probabilidad de un
suceso, se encuentra comprendida entre 30" y esto lo puedes
constatar en la siguiente grafica de la fig. 8.

g) De acuerdo con el teorema de Chebishev relacionado con la
desviacién estdandar y el drea bajo la curva, podemos establecer
los siguientes porcentajes de la misma:

T

¢ 99% ™

I
l
l
l
1

{

]

|

|

|

!

| . '
)
|
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1

l

|

~30 2¢ ¢ B0 ¢

/
(

[ S—
t 4 -
' 20 30
Fig. 8
De esta grdafica podemos ver que el drea antes y después de + 3Q

corresponde al 1%, es decir el 0.5% para cada lado de la gréfica.

Por la simetria que\tiene la curva normal estdndar, existen tablas
correspondientes al &area bajo la curva gque unlcamente contemplan la

parte p051t1va de la grafica y estos mismos valores se usan para el
lado negativo.

Ejemplo: Con los siguientes valores de "z2" determinaremos el valor

del 4drea bajo la curva vy trazaremos un esquema del drea
correspondiente:

Z =+ 0.5, + 0.7, + 1.5

En la primera columna de la tabla localizamos el valor de Z=0.5 y en
la segunda columna leemos el valor del &area.

19



Zz=0.5 ; A=0.1915

Z==-0.5 ; A=0.1915

7=0.7 ; A = 0.2580 ' § . -

Z=-0.7 ; A=0.2580

Z=1.5 ; A=0.4322

20



Z=-1.5 ; A=0.4322

De las graficas anteriores podemos ver, que el valor del &drea es el
misme para valores positivos y negativos de % solamente que para el
valor negativo, el drea se representa a la izquierda de la media.

Ejercicio:

Normaliza los valores de X=4,6,9,12,18,20, usando p =10 y g=5. Traza
una grafica para cada valor de ¥, comparala con la grafica de los
valores normalizados Yy traza una para cada "Z" sombreando en ambas
graficas la regidn correspondiente. '

El area bajo la curva normal estdndar representa la probabilidad de

un evento; toda el 4&rea bajo la curva vale uno Y representa 1la
probabilidad del evento seguro.

El area de cada mitad de la grafica, es 0.5

Si queremos la probabilidad de un evento cuyo valor estda limitado por
dos puntuaciones, por ejemplo:

P(x,< X < x,)

21



Probabilidad de "X" comprendida entre X, y X,.

Para determinar esta probabilidad, tipificamos los valores "X".

Sabemos que la curva normalizada de la escala "X" es equivalente a la
curva normal estandar en la escala "z"

o P(x, £ x < xz) = P(2,2 2 £ 1Z)
Determinamos Z,= X\ = U = P(Z)=P(Z,)+P(Z;)
o

Las grédficas correspondientes en ambas escalas son:

Si las "X" estdn en el lado positivo entonces, debemos recordar que

los valores que se leen en la tabla normalizada son a partir de 1la
media hasta el valor de Z.

Las grdaficas de las variables x y 2z son las que se nmuestran a
continuacidén: '

P(Z)=P(Zz)—P(Z')




Si los valores de "X" estdn en la parte negativa de "Z" es decir a la
izguierda de la media, entonces los graficos son:

( /-‘ P(Z)=P(Z2)"P(Z|)

/u:f.O

Si solamente tenemos una "X" a la derecha de la

media entonces el
area bajo la curva es:

P(Z)=0.5+P(Z,)

-TE

X X,

Recuerda que la primera mitad del drea bajo la curva vale 0.5, es por
eso que a la probabilidad de Z, le sumamos 0.5.

/;zﬁ

X, X

¥
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Si nos interesa la probabilidad de x<u, entonces la grdfica es:

P(Z)=0.5-P(Z,)

—Z

S5i queremos la probabilidad de las partes sombreadas de la siguientes
grdficas:

P(Z)=[0.5-P(Z,)]+[0.5-P(Z,)]

Recuerda que 1la probabilidad de wz", es

media a la izquierda hasta "z, vy la probabilidad de Z
sin sombrear de la media a la derecha hasta z,.

la parte sin sombrear de 1la
2+ ©s la parte
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Ejercicio: Con los siguientes valores determina la probabilidad y
traza la grdfica correspondiente para cada inciso.

1. a) 2 =0y Z = 0.94
b) Z =0 y Z =-2.15
c) A la derecha de Z= 0.62
d) A la derecha de 7Z=-0.93
e) A la izquierda de Z= 0.84
f) A la izquierda de Z=-0.35
2.-a) 2 ==0.59 y Z = 0.59
b) Z ==0.71 y Z = 1.99
c) Z =0.32y Z = 0.92
d) Z =-0.81 y Z ==0.42
e) Z =-1.65 y Z =-0.25

Si se conoce la probabilidad de un evento vy queremos determinar el
valor de 7Z, entonces nos situamos en la segunda columna de la tabla
(Area desde 1la media), localizamos el valor de la probabilidad y en
el mismo renglén y en la columna 1 determinamos el valor de Z.

Ejemplo: Si P(2)=0.4429 entoncesdel valor de Z es?

& >

AM=0 4

Determina Z si P(Z)=.7580. Este valor es mayor que 0.5
correspondiente a la mitad de 1la grdfica por lo tanto hacemos la
- siguiente transformacién:

De la tabla obtenemos que Z=1.58

N

P(2)=0.5+P(Z,) S P(%Z,)=P(Z )-0.5=0.7589-0.5 =0- 25879

P(Z,)= 0.2589

-~ 7

fn la tabla nos situamos en este valor y en la columna 1 esta el

valor de 2 =0.70
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Si la probabilidad de Z a la izquierda de 1la media es P(Z)=0.1331,
entonces¢zZ es?

En la segunda columna de la tabla localizamos el valor de la
probabilidad y en la misma linea en la primera columna determinamos
el valor de Z =-0.34. El valor del signo es por estar a la izquierda
de la media.

= Z

Ejercicio.

1. Determina el valor de Z y traza la grdfica de cada inciso, si la
probabilidad de z es:

a) Entre 0 y Z, P(Z)=0.4864

b) A la izquierda de Z, P(Z2)=0.9983
c) A la derecha de Z, P(Z2)=0.7324
d) A la derecha de Z, P(Z)=0.2981
e) A la izquierda de Z, P(Z)=0.1314
f) Entre -Z y %, P(2)=0.7286

2. Una variable aleatoria tiene wuna distribucidén normal con media
y=60 y desviacién estandard o =5.2 iCuales son las probabilidades
de que la variable aleatoria tome un valor como el que se indica?
Traza la grédfica de cada inciso.

a) Menor que 62.5
b) Mayor que 70.5
c) Entre 60.0 y 66.2
d) Entre 48 y 72

Si tienes alguna duda consulta a tu profesor o a tu consultor.
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Ejemplo:

Con los siguientes valeres, calcula la probabilidad

de

la

distribucidén binomial y traza el poligono de frecuencia de cada una.

=
Nace”
=
i
-
o)
el
fi
o
*
N

= 0.8, x = 0,1,2,...10

q
2y n= 10, p= 0.8, g = 0.2, x = 0,1,2,...10
q

D
p—
=

H
[
o

o]
i
(@]
.
o

= 0.5, x = 0,1,2,...10

Para el problema 1 sustituimos valores en (6) y obtenemos:

10 0 10
£(0)=( 0)(0.2)(0.8) =(1)(1)(0.1673)=0.1073

10 1 9
F(1)=( 1)(0.2)(0.8) =(10)(0.2)(0.1342)=0.2684

10 2 8
£(2)=( 2)(0.2)(0.8) =(45)(0.04)(0.1677)=0.3019

10 3 7
f(3)=( 3)(0.2)(0.8) =(120)(0.0008)(0.2097)=0.2013

10 4 6
f(4)=( 4)(0.2)(0.8) =(210)(0.0016)(0.2621)=0.0881

10 5 5
£(5)=( 5)(0.2)(0.8) =(252)(0.00032)(0.3276)=0.0264

Calcula los siguientes valores:

£(6)=

£(7)=

£(8)=

£(9)=
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2. Cédlculo del segundo problema:
10 0 10
£(0)=( 0)(0.8)(0.2) =(1)(1)(0.000000102)=0.0000001

‘10 1 9
£(1)=( 1)(0.8)(0.2) =(10)(0.8)(0.000000512)=0.0000009"

16 2 8 )
£{2)=( 2)(0.8)(0.2) =(45)(0.64)(0.000002)=0.0000737

10 3 7 .
£(3)=( 3)(0.8)(0.2) =(120)(0.512)(0.000012)=0.0008

10 4 6
£(4)=( 4)(0.8)(0.2) =(210)(0.4096)(0.000064)=0.0055

10 5 5
£(5)=( 5)(0.8)(0.2) =(252)(0.3276)(0.00032)=0.02642

Calcula los siguiehtes valores:
£(6)=
£(7)=
£f(8)=
£(9)=

f(10)=

3. Calculo para el tercer problema:
10 0 10
£(0)=( 0)(0.5)(0.5) =(1)(1)(0.00097)=0.0009

10 1 9
£(1)=( 1)(0.5)(0.5) =(10)(0.5)(0.00195)=0.009

10 2 8
£(2)=( 2)(0.5)(0.5) =(45)(0.25)(0.0039)=0.0439

10 3 7
£(3)=( 3)(0.5)(0.5) =(120)(0.125)(0.00781)=0.1172
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10 4 6 '
£(4)=( 4)(0.5)(0.5) =(210)(0.0625)(0.0156)=0.2051

10 5 5
f(5)=( 5)(0.5)(0.5) =(252)(0.03125)(0.03125)=0.2461
f(6)=
£(7)=
£(8)=
£(9)=
£(10)=
Representacion grafica de las probabilidades de cada uno de los
problemas:
Para poder trazar la grdfica como si fuese una variable continua,
cerramos los espacios entre cada barra del histograma, para ello

tomemos medio punto después de cada valor para obtener el limite real
superior de clase.

(e

0.31-- - - -

[
i

P<qg

0.14
u.08[

5.929“.,_ Sl , !
ﬁd83$1IZTAI:§:3::?13___7_‘ o Tt .

e m® temrmm .o = ma. -

U R S G (I

T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
' ' Grafica del problema 1

La grdfica 1 es antisimétrica y sesgada a la derecha.
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Grafica del problema 2
La grdfica 2 es antisimétrica y sesgada a la izquierda.
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Grafica del problema 3

La grdfica 3 es simétrica muy parecida a la campana de Gauss.
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APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

En el fasciculo anterior estudiastes el cdlculo de probabilidades de
variables discretas cuya distribucidén es binomial.

Veamos la representacién grafica de una variable de distribucidn
binomial cuando n (nimero de elementos de la poblacidén) aumenta.

i

n=5 n=11 n=15 n= 50

En las grdficas anteriores podemos ver gque si "n" aumenta, los
espacios entre las barras se van cerrando y la grdfica se aproxima a

la campana de Gauss que es la grdafica de una variable aleatoria
continua.

Veamos el cdlculo de los siguientes problemas correspondientes a una
distribucidén binomial definida por la ecuacidn:

. n, X n—-x
£(x)=(x)P (1-P) . . . (6)

Numero de observaciones de la variable aleatoria
Numero de éxitos esperados

Probabilidad de éxito

Probabilidad de fracaso

TO X 3
nwn
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Con estos ejemplos podras notar gue el cdlculo en la distribucidn
binomial, es muy laborioso, aungue existen tablas para algunos
valores; pero no son suficientes cuando "n" crece.

Por ejemplo si en un problema de distribucién binomial se han
realizado 100 observaciones y se desea saber la probabilidad de
obtener al menos 45 éxitos.

Para determinar esta probabilidad tenemos que calcular

F(45)+f(46)+...£(100)=P(x) e e e ()
otra forma de calcular esta probabilidad es restdndole a la unidad
las probabilidades de la siguiente formna:
P(x)=1-[f(0)+£(1)+f(2)+...+£(44)] « . . (8)
Una forma de ahorrar este trabajo laborioso es haciendo el calculo de
probabilidades por medio de la distribucidn normal.
Ya vimos en las graficas anteriores cémo el poligono de frecuencias
de un problema de distribucién binomial se aproxima a la campana de
Gauss, por lo tanto podemos usar la distribucidén normal para calcular

una probabilidad binomial con una aproximacidén aceptable.

Se recomienda usar la distribucidén normal cuando "n" es grande y P se
aproxima al valor de 0.5. Se considera que n es grande si n>30

Para usar la distribucién normal se calculan los pardmetros aplicando
las siguientes ecuaciones:

p = np N E)
Q?ﬁ/np(l-p)- . . . (10)

Veamos el siguiente ejemplo:

Determinar la probabilidad de obtener 6 daguilas en 15 lanzamientos de
una moneda equilibrada y comparar el resultado mediante la
distribucidén normal.

Soluciodn:

15 6 15-6 (15 15
f(x)=f(6)= (6‘}_;“) (1~_1 ) ==(6)(___) =5005(0.0000305)=0.1527
2 2 2

£(x)=0.1527
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Selucidén usando la distribucidén normal.

Para aplicar esta distribucién corregimos los espacios para
considerar a la variable como si fuese continua o sea para 6 dguilas
tomamos medio punto antes y medio punto después, es decir:

Xx=5.5 u=np=15(_1 )=7.5
2
X=6.5 o=Jnp(1-p)=/115) (L ) (L) =_1 J15'= 1.9365
2 2 2
Z,= 5.5 = 7.5 = __=2 = =1.033
1.9365 1.9365
Z,= _6.5 - 7.5 = __ -1 = ~0.5164
1.9365 1.9365

P(Z)=P(Za)-P(Z,)=
=P(-1.033)-P(-0.5164
=0.3485-0.1950=0.1535

P(%)-£(x)=0.1535-0.1527

= =0.0008

De estos cdlculos concluimos que la diferencia de la probabilidad
normal y binomial es de 8 diezmilésimos. Este ejemplo nos ilustra
que podemos usar la distribucién normal para calcular la probabilidad
de una distribucién binomial, con una aproximacién tal que no afecta
la toma de decisiones.

Veamos otro ejemplo:

Una editorial de libros técnicos obsequia un porcentaje de libros
para dar a conocer una nueva edicién. Con el libro de obsequio se
envia un cuestionario que deben contestar los lectores y devolver a
la editorial. En el cuestionario se incluyen preguntas con respecto
al contenido del libro. A la editorial le interesa conocer la opinién
de las personas para mejorar su contenido y preparar nuevos tirajes;
pero la experiencia de ésta es que la probabilidad de que devuelvan
el cuestionario es de P(x)=0.18

Se envian por correc 100 ejemplares a profesionistas que pudiesen
interesarles el contenido, del 1libro "Aplicacién industrial de las
probabilidad". A la editorial le interesa saber la probabilidad que
al menos reciban 15 cuestionarios de regreso.
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Solucidén: El1 problema es de recibir o no el cuestionario, por lo
tanto es una distribucién binomial con n=100 y P=0.18 per lo que para
hallar el resultado debemos calcular:

P(x)=f(15)+f(16)+...+f(100) « . . (11)
o bien
P(x)¥1—[f(0)+f(1)+..,+f(14) e - . (12)

El segundo cdlculo es menos laborioso, sin embargo no deja de serlo.
Sabemos que una buena aproximacién es mediante la distribucién normal
cuyo cdlculo es mds sencillo.

Veamos el desarrollo:

4=np=100(.18)=18

¢=/np(1—pf = y/100(.18)(.82) = 3.84

Para transformar la variable binomial a continua tomamos el limite

real inferior de clase X =14.5 o sea medio punto antes. Con este

valor calculamos Z,=_14.5-18 =-0.9114
3.84

P(Z)=P(Z,)+0.5 e e . (13)
De las tablas obtenemos:

P(Z,)=P(-0.9114)=0.3186

Sustituyendo este valor en (13)
obtenemos: f(x)=P(Z)=0.3186+0.5

f(x)=0.8186

De acuerdo con este resultado la editorial recibirid el 82% de los
cuestionarios enviados.

Ejercicio:
1. Aplica 1la distribucién binomial y determina la probabilidad de

recibir al menos 15 cuestionarios. Compara los resultados e indica
el error de aproximacién, si es positivo o negativo. '
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Ejercicio:

1. Realiza los siguientes problemas aplicando 1la distribucidn
binomial y compara el resultado con el resultado usando la
distribucién normal.

2. La policia tiene conocimiento que la probabilidad del robo de
automéviles en la ciudad de México es de P(x)=0.4 y tiene
reportados 10 automdviles robados en el mes de d1c1embre. Calcular
la probabilidad de recuperar:

a) A lo mds 3 de los 10 robados
b) Al menos 6 de los 10 robados

3. En el plantel 11 del Colegio de Bachilleres se tiene el
conocimiento de que la probabilidad de mujeres en el primer
ingreso es de 0.45. Si seleccionamos una muestra al azar de 10
alumnos de primer ingreso, {Cudl es la probabilidad de que:

a) Seis de los 10 sean mujeres
b) A lo méds 6 de los 10 sean mujeres
c) Al menos 5 de los 10 sean mujeres

Distribuciones Muestrales y Teorema Central del Limite

En el fasciculo (1) del curso de estadistica descriptiva se
definieron los conceptos de:

1) Poblacidén
a) finita e
b) infinita
2) Muestra aleatoria
3) Estadistica
4) Parametros

También se establecié porqué es conveniente estudiar una muestra
aleatoria en lugar de la poblacidn.

Se recomienda que repases estos conceptos que usaremos en esta
unidad.

DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Cuando vamos al mercado nos dan una prueba de barbacoa y del sabor de
esta muestra se infiere el sabor de toda y si nos gusta entonces la
compramos. Lo mismo ocurre si queremos comprar dgueso, pedimos una
prueba y de esta deducimos si todo e queso estd bueno o no.

35



Si el industrial quiere determinar el nudmero de horas de vida que
tiene un foco, toma una muestra de todo el lote y los mantiene
encendidos hasta que se funden.

De estos casos podemos deducir gue no es p051ble analizar todo el
gueso o la barbacoa porgue no quedaria para vender. El industrial no
puede fundir todos los focos porque no tendria qué vender.

En toda investigacién estadistica el objetivo general de ésta, es
hacer generalizaciones de inferencias védlidas obtenidas de la
muestra. En otras palabras, se trata de conocer las caracteristicas
de la poblacién a partir de los datos de una o mds muestras obtenidas
de la poblaciédn.

Las muestras pueden ser:

a) No probabilisticas y
b) Probabilisticas

a) Las nmuestras no probabilisticas no nos permiten hacer
generalizaciones.

b) Las muestras probabilisticas son la base de la inferencia
estadistica y a este tipo corresponde el muestreo aleatorio.

DEFINICION:

Se llama muestreo aleatorio de una poblacién finita de n elementos,
si cada muestra tiene la misma probabilidad de ser seleccionada y
cada elemento de la poblacidén tiene la misma probabilidad de ser
incluido en la muestra.

Los tipos de muestras aleatorias son:
1. Muestreo sistemdtico

2. Muestreo estratificado

3. Muestreo por conglomerados

4. Muestreo aleatorio simple

En lo que sigue nos ocuparemos de cada uno de ellos.
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Muestreo Sistemético

En este muestreo los elementos de la poblacidén se seleccionan con un
intervalo uniforme que se mide en el tiempo, en el espacio o en el
orden.

Ejemplo:

Se desea entrevistar a cada décimo estudiante del S.E.A. del Plantel
2 del Colegio de Bachilleres, para ellc se toma una lista de todos
los estudiantes. Supongamos que escogimos el 5o., entonces el
siguiente serd de los 10 primeros seleccionados al azar y a partir de
este vamos tomando los numeros décimos de toda la lista.

Este muestreo tiene ventaijas y desventajas.

a) Ventajas:

1. Cada elemento de la poblacién tiene la misma probabilidad de
ser seleccionado.

2. El muestreo requiere de poco tiempo.
3. El costo es reducido.
b) Desventajas:

1. No todas las muestras tienen 1la misma probabilidad de ser
seleccionadas.

2. Debido a lo anterior se puede cometer el grave error de tomar
una muestra que no sea representativa, por ejemplo:

Se muestrea un determinado nimero de familias para saber si el
miércoles estd incluido un platillo de carne de res en su
alimentacién. La respuesta es negativa porqué solamente el
domingo la consume ya que es el dia en gque van al pueblo a
comprarla. Esta forma de tomar la muestra no es representativa.

Muestreo Estratificado

Para este muestreo, dividimos 1la poblacién en grupos homogéneos
llamados estratos. Determinamos la proporcién correspondiente de cada
estrato en base a la poblacién y esta misma proporcién se toma de
cada estrato para formar la muestra.
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Este método es util cuando la poblacidén ya esta dividida en grupos.
Por ejemplo:
Los estudiantes del S.E.A. del plantel 2 del Colegio de Bachilleres

estdn divididos por edades con intervalos de 5 afios y los porcentajes
son los siguientes:

de 18 a 23 30%
de 24 a 29 25%
de 30 a 35 20%
de 36 a 41 10%
de 42 a 47 7%
de 48 a 53 5%
de 54 y mas _3%
100

Se desea saber cuantas horas estudian diariamente; para ello de cada
grupo se toma un porcentaje igual al del grupo, es decir del primer
grupo tomamos el 30% del grupo. De la misma forma se toma el
porcentaje de los siguientes grupos para formar la muestra
representativa para su estudio.

Muestreo por Conglomerados

Para este tipo de muestreo, dividimos a 1la poblacidén en grupos
conglomerados y de estos seleccionamos una muestra aleatoria, para su
estudio.

Por ejemplo:

En una investigacién de mercados se desea saber el numero de coches
por familia de la ciudad de México. Para ello dividimos las colonias
en manzanas y de este numero seleccionamos aleatoriamente un numero
de manzanas para entrevistar a cada familia.

Muestreo Aleatorio Simple

El muestreo aleatorio simple tiene las caracteristicas establecidas
en la definicién dada en 1la pdgina 30. Es el muestreo mas
recomendable para el estudio estadistico, solamente gue tiene sus
inconvenientes.
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Para poder hacer el muestreo aleatorio simple debemos contestarnos
las siguientes preguntas:

1. Dada una poblacién finita de N elementos, <{Cuantas muestras de "n®
elementos podemos formar?

2. Conociendo las "n" muestras <Como podemos tomar una de ellas que
sea representativa de la poblacion?

Para dar respuesta a la primera pregunta, nos trasladamos al

fasciculo donde estudiaste el andlisis combinatorio y aplicamos
la ecuacién:

N
C\n/ = N! e e e . (14)
n! (N-n)!
Ejenmplo:

Determina ¢Cuantas muestras de tamafio n se pueden formar de una
poblacién finita N para los siguientes datos?

ayn=2 yN= 20
b)) n=3 y N = 100
Solucidén:

20
a) C( 2) = 20! = 20 19 18! = 190
21(20-2)! 21(18)!

Este resultado nos dice que con una poblacién de 20 elementos podemos
tomar 190 muestras de dos elementos cada una.

100 |
b) c( 3/ = 100! ~ 100 99 98 97! = 50 33 98 = 161,700
31(100-3) ! 1 2 3(97)!

Este resultado nos indica que de una poblacién de 100 elementos
podemos formar 161,700 muestras de 3 elementos.

Para contestar la sequnda pregunta observamos lo siguiente:

Para que estas muestras sean representativas en el primer caso cada
muestra debe tener 1__ de probabilidad de ser seleccionada.

190
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En el 2@ caso cada muestra debe tener __ 1 de probabilidad de ser
161700
seleccionada.

<cComo debemos tomar cada muestra para que sea representativa?

Hay varias formas de tomar 1la muestra. Estas formas son las
siguientes: en el primer caso cuando el numero de muestras no es muy
grande, se pueden numerar ryecortes de papel, doblarlos y meterlos en
un recipiente donde se puedan mezclar ampliamente. Una vez mezclados,
se saca la muestra.

Por ejemplo:

En una empresa se premiard con un viaje a Europa a solo 2 de los 5
empleados de mayor eficiencia. ¢Cémo seleccionamos a los dos que
deben ir?

Solucidn:

A cada empleado lo representamos con la primera letra de su nombre.
1. Abraham (A)

2. Dionisio (D)

3. Efrain (E)

4. Pausto (F)
5. Ivan (1)

Determinamos el nimero de muestras

C(g) C<g)= 51 = g

P(n) = _1
10

il

Cada muestra la escribimos en un recorte de papel y éstas son:

A-D A-E A-F A-I D-E D-F D-I E-F | E-I F-I
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Doblamos bien el corte de papel de cada muestra, la introducimos en
una vasija; la agitamos ampliamente y extraemos a 1la pareja
afortunada.

Quiza haya visto este procedimiento en el sorteo de los eguipos para
el campeonato mundial de futbol. En el sorteo se usaron esferas
huecas bisectadas y en su interior se colocé el nombre de cada
equipo, se revolvian ampliamente, se sacaba una esfera de la cual se
tomaba el nombre del equipo y se colocaba en el grupo
correspondiente.

Ejercicio:

1) Si para el campeonato mundial de fitbol hay 24 equipos de los
cuales se deben formar 6 grupos de 4. <J{Como organizarias los
equipos para gque cada muestra sea aleatoria? J{Como tomarias cada
muestra y qué equipos la compondrian? Determina 1los  dos
posibles finalistas.

2) Calcula el numero de muestras de tamafio 3 para una poblacidén de:
a) 7 elementos
b) 15 elementos
c) 50 elementos

3) Calcula el nuUmero de muestras de tamafio 5 para una poblacidén de:
a) 10 elementos

b) 25 elementos
c) 75 elementos

Si tienes alguna duda consulta a tu profesor o a tu consultor
académico.

b) Si el numero de muestras es muy grande comoc en el udltimo
ejercicio, 12 , Que son 17,259,390; 1la forma explicada con
recortes de papel no es la adecuada. Para estos casos se usa
otro procedimiento que consiste en usar una tabla de nimeros

aleatorios como la gue se incluye en el apéndice "B".

Esta tabla de nimeros aleatorios se puede construir facilmente con
un programa de computaciodn.

41



Uso de la tabla de nimeros aleatorios.

Para explicar su uso, veamos el siguiente ejemplo:

El Banco Nacional de México tiene una promocién para tarjetahabientes
que consiste en condonarles la cuenta a 10 personas de cada sucursal,

en la primera gquincena del mes de enero de 1994. La lista de
cuentahabientes es de 550 y para determinar la muestra aleatoria
numeramos cada cliente con tres cifras en orden ascendente esto es:
601,002, 003, ..., 550 y nos situamos al azar en una columna de
nimeros aleatorlos Yy nos desplazamos en ella en la direccidén que
queramos analizando las tres primeras cifras de cada ndmero hasta
completar los 10 numeros de la muestra.

Para nuestro ejemplo nos situamos en la dltima pdgina de numeros
aleatorios del apéndice "B", en la columna 27 renglén 31 y nos
desplazamos hacia abajo, los nﬁmeros obtenidos de 3 cifras son:

187, 155, 388, 320, 281, 088, 520, 275, 480 y 273
Como la tabla, es de numeros aleatorios, podemos asegurar que esta

muestra es aleatoria.

Como habras notado mediante el uso de numeros aleatorlos, es muy
fdcil tomar una muestra aleatoria.

Ejercicio:

Mediante el uso de las tablas del'apéndice "B", realiza el siguiente
ejercicio.

En una empresa de 120 empleados se desea obtener una muestra

aleatoria de 10 empleados para darles un curso de actualizacién <Qué
empleados formarian la muestra?

Distribucién de Media Muestrales

Ya sabemos cémo determinar el nimero de muestras de una pob1a016n y
cémo seleccionar una muestra aleatoria, ahora estudiaremos cémo se
organiza una distribucién de medias muestrales.

La distribucién de medias muestrales son las probabilidades de todas
las medias posibles de las muestras de una poblacidén finita.

Toda distribucidén de probabilidad puede describirse mediante su media
y su desviacidén esténdar.
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Al tomar las muestras aleatorias se cometen ciertos errores que se
reflejan en que la media y la distribucidén de cada muestra no son
iguales, y por lo tanto la media y la desviacidn estdndar de 1la
poblacién tampoco coinciden con los de la muestra. Por esta razodn, la
desviacién estdndar de la distribucién de un estadistico muestral
recibe el nombre de error estdndar del estadistico.

El error estédndar no solamente indica el tamano del error accidental,
sino también la exactitud que alcanzaremos si usamos un estadistico
muestral para estimar un pardmetro de la poblacidn.

Veamos el siguiente ejemplo:

De una poblacién cuyos elementos son (1,3,5,7,9}, formar el numero de
muestras aleatorias de 2 elementos, construir 1la distribucidén de
medias muestrales, determinar la media de la distribucién de medias
(u=); determinar la desviacién estdndar de la distribucién, de medias
y comparar estos resultados con los pardmetros de la poblacidn.

Solucién:
n= 2 Media de la poblacidn:
N =25
u=_1+3+5+74+9 = _25 = 5 o =5
5 5
g~ =Varianza de la poblacion:
2
&= _1.[(1-5) + (3-5) + (5-5) + (7-5) + (9-3)]
5
2 p
d=8 .. ¢F=Jy8=2.83 .n ¢ =2.83
o}
Nimero de muestras C\2/ =____ 5! = 10

Conjunto de muestras

((1,3), (1,5), (1,7), (1,9), (3,5), (3,7), (3,9), (5,7), (5,9),(7,9)}

Conjunto de medias muestrales
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Probabilidad de las medias muestrales

7
X Probabilidad
2 1
10
3 21
10
4 2
10
5 2
10
6 2
10
7 _1
10
8 21
10

Media de la distribucidén de medias muestrales

p_ = 2(_L)+3(_1)+4(_2)+5(_2)+6(_2)+7(_1)+8(_1)
X 10 10 10 10 10 10 10

Varianza de la distribucién de medias muestrales:

€ =(2-5) (_L)+(3=5) (_L)+(4=5) (_1)+(5-5) (_L)+(6=5) (_L)+(7-5) (_1)
10 10 10 10 10 10

+(8-5)( 1)
10

¢ =3 R = V3 =1.73
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De estos resultados concluimos que:

1. La media de la distribucidn de medias u_ es igual a la media
poblacional (u) X

2. La desviacién estdandar de la distribucién de medias " __ es menor
’ X

que la desviacién esténdar poblacional (d)

De este ejemplo podemos ver el error estdndar de la media en gque
@&_ < &, el cual ya habiamos mencionado.
X

Ilustramos el proceso de la distribucién de media muestrales
mediante las siguientes grdaficas.

Dada una poblacién de N elementos, ésta tiene una media g y una
desviacién estandar € <cuya relacién entre ellos se muestra en la

grdfica siguiente:

™

Distribucién de
la poblacién

A T

Grdfica A

‘ T A » Distribucién de
medias muestrales

| ] nal “lw[ llm”l“m.

Grafica B
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De cid
solaiiﬁzep;213010n se pueden formar un gran numero de muestras pero
stramos 4 de ellas para ilustrar el procedimiento.

T
DisFribucién de
medias muestrales
con =
M0 0 - T F
Grafica C o < 0
X

con estas gréaficas podemos darnos mejor idea de la secuencia de
operaciones que realizamos para obtener la distribucién de medias
muestrales representada por la grdfica C. Esta graficags simétrica y
tiene la forma de la curva normal o campana de Gauss. De esta misma
grafica podemos constatar que la media poblacional es igual a la
media de la distribucién de medias, lo cual no ocurre con la
desviacién estdndar en la que hay un error.

La desviacién estdndar de la distribucién muestral de medias para
poblaciones finitas de tamafio N, se puede calcular por la ecuacioén

¢ = _4a& N N (E))
- = Y

Fsta ecuacidén se llama error estandard de las medias.

A la raiz N-n le llamamos factor de correccidén por poblacidn
N-1

finita, toda vez que para poblaciones infinitas se aplica la ecuacién

¢ =_«& _ . . . (16)
X Vo

Si la muestra es al menos el 5% de la poblacién entonces el factor de
correccién no afecta porgue tiende a la unidad.

Veamos el ejemplo que usamos para la distribucién de medias en que:

N=5 n=2 ¢ =3 & =y8
X
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Con estos valores sustituimos en la férmula y obtenemos:

0. =V8 . /52 =V B/ 3 = /35
X 2 5-1 2 4 2(4)

@ =/3
X

De este resultado concluimos que por ser la muestra al menos el 5%

de la poblacidén, el factor de correccidn no afecta a la distribucién
estdndar de medias.

Ejercicio:

1.

En

De una poblacidén finita N =(3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9}, se toman
muestras aleatorias de 2 elementos.

a) Calcula la media u y la desviacién estdndar de la poblacién, d.

b) Calcula el nidumero de muestras aleatorias gue se pueden formar,
establece el conjunto de muestras y determina la probabilidad
de cada una.

c) Construye la distribucién de medias muestrales de la poblacién.

d) Calcula la media, la varianza de la distribucién de medias;
compara los resultados con los de la poblacién y comprueba el
valor de la desviaciodn estdndar de las medias, aplicando la
ecuacién del error estdndar.

e) Realiza las grdficas de la secuencia de operaciones.

Determina el factor de correccién para una poblacién N=10,000 con
muestras de n=100 e indica si afecta ©o no a la desviacidén

estandar de la distribucién de medias muestrales @ _
X

EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

los ejemplos anteriores quedé establecido que las muestras

aleatorias tomadas de una poblacién tienen diferentes medias y

comparadas con la media muestral, hay un determinado error.

Con respecto a este error, el teorema de Chebyshev dice:

Podemos afirmar con una probabilidad de cuando menos 1-_1 que la

media de una muestra aleatoria de tamafic (n) difiere de la media de

la poblacién en un valor igual a d- k.
X
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Este teorema de Chebyschev afirma que para estimar la media
poblacional, cuando utilizamos 1a media de una muestra aleatoria
podemos afirmar con una probabilidad de cuando menos 1-_1 que
nuestro error serd menor gue: & (XK). X2

X

Ejemplo:

Dada una poblacién de N elementos dCudl es el error para K=2, si
tomamos una muestra n=64 con una desviacién estandar I = 20?2

Soluciédn:
Calculamos d_=_20 = 2.5
X yea'
Se afirma con una probabilidad de 1 -_1.=1 -_1_ = 0.75 que la media

22
de la muestra difiere de la media de la poblacidén, y que el error

que se comete es menor gue:
d_k = 2.5 (2) = (5)
X
Con este teorema podemos conocer el error que cometemos sin tener que
hacer el desarrolleo de la distribucién de medias muestrales.

Existe otro teorema aun mas preciso gue el de Chebyshev, éste teorema
se llama:

Teorema del limite central y dice:

Si el tamafio de la muestra (n) es grande, entonces la distribucién
muestral tedrica de las medias, se puede aproximar con una
distribucidén normal.

Este teorema es fundamental en la estadistica, ya que Jjustifica el
uso de los métodos de la curva normal en la solucich de una amplia
gama de problemas. Se aplica a poblaciones infinitas y a poblaciones
donde n es una parte de la poblacién. Es dificil especificar con
exactitud cuan grande debe ser (n) para poder aplicar el teorema
central del 1limite. Sin embargo para n=20 ya se puede obtener un
poligono de frecuencias simétricas y en forma de campana para n=30 ya
podemos considerar a (n) suficientemente grande.
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Si la poblacién gue muestreamos tiene un poligonce de frecuencias
simétrico y en forma de campanas, entonces podemos aplicar el teorema
del limite central sin importar el tamafio de (n).

Ejemplo:

Apliquemos el teorema del limite central en el mismo problema donde
aplicamos el teorema de Chebyshev o sea n=64 =20

Chebyshev dice: ¢éCual es la probabilidad de que el error gue se
comete al tomar la media de la muestra comc pardmetro de la poblacidn
sea menor Jque 57 y con su teorema se obtiene cuando menos de 0.75.
Este resultado nos indica que puede ser mds perc no se precisa.

Yeamos el cdlculoc con el teorema central del limite.
El drea bajo la curva es para:

=5 2 5 =
20 / 7%? 20 / /68"
Con los valores de Z nos vamos a las tablas del apéndice A, gue se
encuentra al final del fasciculo, obtenemos

P(Z ) = P(Zy) = 0.4772
. P(Z) = P(Z)) + P(Z,) = 2(0.4772) = 0.9544
Con este ejemplo podemos ver como el teorema central del limite es
mas preciso que el de Chebyshev, toda vez que Chebyshev da un rango
de aproximacién y el del limite central nos fija el valor de la

probabilidad.

La grédfica de la curva normal de este problema se muestra en la
siguiente figura cuya &area estd sombreada.
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El tamafio de (n) cobra importancia cuando el poligono de frecuencias
no es simétrica, en estos casos en la medida en gue (n) aumenta, el
error estdndar disminuye.

Veamos el siguiente ejemplo:

Si tomamos a X como estimacién de u éCOmo es el error esténdar de la
media si n=50 se incrementa a n=200

Solucidn:

ey

=_CLEZQ:=/"'5'3‘=Y'T‘=__1.
_ & @200 200 4 2

Con este ejemplo podemos ver que al aumenta el valor de (n); el error
de la media disminuye; en nuestro ejemplo disminuyé a la mitad.

Si la naturaleza del problema que se estd resolviendo tiene
distribucién normal entonces el teorema del 1limite central cobra
mayor importancia en el cdlculo del error estdndar de la media.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Dada una poblacién normal de w=100 y @=25, formamos muestras de 5
elementos y determinamos la media de cada muestra X. Sin duda le
media de cada muestra es mayor que la media poblacional y 1la
desviacidén estdndar de la distribucién muestral es menor que la de la
poblacidén, porque la dispersién de la muestra es menor que la de la
poblacidén. Graficamente lo podemos ver de la siguiente forma:

La grdfica A es la distribucién muestral de la poblacién u=100 y =25
La grdfica B es la distribucién de las medias muestrales con n=5 y

d <25
X
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Ahora formemos muestras con n=20 y la grafica de esta nueva

distribucidén de medias muestrales es la C
g_<<<25

X Cc

—1_ B

Fig. 11

De la grdfica ¢ concluimos que al aumentar el valor de (n) estamos
intensificando el efecto de promediar la muestra Yy por ello la
dispersién disminuye aun mas, es decir en la grafica C @ <<25

X

De lo anterior concluimos que si (n) crece el error estandar gue se
comete al tomar a la media muestral como estimador de 1la poblacién
(4) es cada vez mas pequefo.

Ya dijimos que para n>30 podemos considerar que (n) es grande y
aunque el teorema central del limite se puede aplicar a una muestra
cuya n<30, el error estandard es mayor. En estos casos se recomienda
aplicar otra distribucién que nos permite cdlculos mas precisos en
muestras pequefias y que veremos a continuacién.

Ejercicio:

1. La media de una muestra aleatoria de tamafio n=400 se utiliza para
estimar la media de una poblacién infinita que tiene desviacién
estdndar €=5. {Que podemos decir acerca de la probabilidad de que
el error sera menor gue 0.4 mediante el uso de: :

a) El teorema de Chebyshev
b) El1 tecorema central del limite.

2. En los equipos de deteccién de la contaminacién por humo, se usan
pequefias baterias cuya duracién tiene una desviacién &=77 horas.
Se utiliza la media de una muestra de tamafio n=49 para estimar la
media poblacional. Mediante la aplicacién del limite central ¢Que
podemos decir acerca de la probabilidad de que la estimacién tenga
un error '

a) Menor de 10 hrs?
b) Menor de 20 hrs?
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DISTRIBUCION T - DE STUDENT

En la inferencia estadistica se hacen generalizacines con base en
muestras, mediante estimaciones y pruebas de hipétesis.

La estimacioén consiste en asignar un valor numérico a un pardmetro de
una poblacién sobre la base de datos de muestras; y la prueba de
hipétesis estd basada en la aceptacién o rechazo de suposiciones
concernientes a los pardmetros de una poblaciédn.

En el subtema 3.2.2 se hicieron estimaciones de medias poblacionales
a través de medias muestrales cuando el tamafio de la muestra es
grande (Teorema del limite central).

Sin embargo, cuando la muestra involucrada es pequenia es muy probable
que la desviacidén tipica muestral S sea bastante distinta de 1la
desviacidén tipica de la poblacién @&; en consecuencia en estos casos
no se puede utilizar el teorema central del limite para estimar la
media de una poblacidén a través de la media de una muestra. En estos
casos se utiliza otra distribucién llamada t de Student.

La teoria de las muestras pequefias sacadas de una poblacién normal de
desviacién tipica I desconocida, fue descubierta por el inglés
William Gosset en 1908 con el seudénimo de Student.

La distribucién t de Student se representa mediante la expresidn

t = _X-u , e e e e - . (12)
s/
donde:
X = media de la muestra
4 = media de la poblacidn
s = desviacién tipica de la muestra
n = tamaho de la muestra

La distribucién t de Student se basa en la consideracidén de que la
poblacién a partir de la cual se obtiene la muestra tiene una
distribucién normal, @ al menos aproximadamente normal.

Con la distribucién de Student es posible estimar pardmetros de una
poblacién a partir de los estadisticos calculados para una muestra
cuando ésta es pequefa.

Dicha estimacidén puede ser puntual o por intervalos.
La estimacidén es puntual cuando se estiman pardmetros empleando
valores de una muestra Unica; y por intervalos cuando se establece un

rango de valores dentro de los cuales se espera gque el paradmetro
caiga.
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Como ejemplo para ilustrar un problema en la estimacién de medias,
considérese un estudio en el cual un médico desea determinar el
incremento promedio real del pulso cardiaco de una persona que
realiza cierta tarea ardua. Los siguientes datos representan los
incrementos de pulso cardiaco en pulsaciones por minuto que el médico
obtuvo en relacidén con 32 personas:

27, 25, 19, 28, 35, 23, 24, 22,
14, 30, 32, 34, 23, 26, 29, 27,
27, 24, 31, 22, 23, 38, 25, 16,
32, 29, 26, 25, 28, 26, 21, 28.

Calculando la media de la muestra se tiene que X = 26.2 pulsaciones
por minutc y en ausencia de otra informacidén este nimerc sirve como
estimador de la media de la poblacidn u.

Una estimacidén de este tipo ese una estimacién puntual ya gque consta
de un solo nimero. Pero esta manera de estimar un pardmetro no es la
mas confiable ya que no nos dice en cuanta informacién se basa la
estimacién y tampoco nos dice nada acerca del posible tamafo del
error. Una estimacién por intervalos es mucho mds util, gue una
estimacidén puntual debido a gue posee mds informacidén; no scolo da el
valor estimado, sino también la precisidén y el nivel de confianza.

Propiedades de la Distribucién T - Student

Comparahdo la variable normal - estandarizada Z = X~ y la variable
| o/n
"t de student t = _X-u _se observa que son muy similares y que el

s/
Unico cambio esta en el denominador donde se sustituye S en lugar de

o

Como la distribucién normal estdndar 7, la distribucidén t también es
continua, en forma de campana y perfectamente simétrica. La dunica
diferencia entre las dos distribuciones, es que la distribucidén t
tiene mayor variabilidad; la curva t esta mds extendida en la parte
de las clases y es mds achatada en la zona del centro.
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En la siguiente figura se comparan los dos tipos de curvas.

CURVA 2

CURVA t

]
i
#
~N
1
-
"
<
[
[AVE 3
W
|

Fig. 12

La siguiente figura muestra el comportamiento de la distribucién t
comparada con la distribucidn Z

g.l.= grados de libertad. Los grados de libertad estén definidos en

la pagina 49. ’/~\\\\\\\\\\
= » 2=
- CON g.l.=§
\ t CON g.l.=5
_ t CON g.l.=2
» t CON g.l.=1
[y ) . 1 e '

-3 -2 -1 M=0 S 3
Fig. 13

De la figura se puede observar que conforme aumenta el tamafic de la
muestra, la curva t se aproxima a la curva normal; cuando el tamafo
de la muestra n tiende a infinito, la curva t es idéntica a la curva
normal. También de la figura se puede afirmar que no hay una sola
distribucién para la distribucién t de Student, sino una familia de
distribucicnes; esto es debido al efecto del tamafio de la muestra. Si
n es pequena, la t de Student correspondiente es muy ancha, pero si
n + 30 la distribucién t y la normal Z son casi indistinguibles. De
todo lo anterior se pueden establecer propiedades de la distribucién
de t de Student.
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Caracteristicas de la distribucidén t de Student.

1.

10.

Es simétrica con respectc a la media.
Tiene media u=0 vy §>1

La desviacidn tipica €¢1, cuando el tamafic de la muestra tiende a
infinito.

La distribucidén Z tiene solamente una distribucidén con media u=0
y desviacidén tipica @=1; mientras que la distribucidén t tiene una
familia de distribuciones.

La distribucién t no se tabula seguin el tamafio de la muestra,
sino en términos del numero de grados de libertad.

La distribucidén t es continua, en forma de campana.

La distribucidén t se basa en la consideracién de que la poblacidn
a partir de la cual se obtienen la muestra tiene una distribucidén
normal o aproximadamente normal.

La variabilidad _de 1la distribucidén t, depende de dos variables
aleatorias (S y X)

La distribucién t de student se utiliza para estimar pardmetros
poblacionales a través de los valores de las muestras, para
muestras pequefias (n<30) y cuando la desviacidén tipica S es
conocida.

El nimerc de grados de libertad es el unico pardmetro de la
distribucidén t. Esto es, la forma de la curva t estd totalmente
definida cudando se conoce el nimero de grados de libertad
{g.l.=n-1)

El término "grados de libertad" abreviado g.l., se refiere al numero
de datos gque pueden variar libremente, después de haber impuesto
ciertos restricciones a nuestros datos.

El nimero de grados de libertad es el tamafio de la muestra menos uno;
es decir g.l.=n-1. '

Cuando se quiere calcular la media de una poblacién a través de la
media muestral, debido a la variabilidad de la media muestral X; ésta
no seréd exactamente igual a la media poblacional u, por lo tanto
siempre habrd un margen de error, llamado error muestral; es decir,

u = X + error muestral.
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El médximo error que se comete cuando se utiliza X como estimacidn de
#, cuando n-30 estd dado por

E=2e . & ’ donde ZeC denota el valor
2 ¥n 2

de Z para el cual el &rea situada debajo de la curva normal eéténdar
a su derecha es igual a «¢/2.

La seleccidn del valor de oc es arbitraria, depende de qué tanto error
se esté dispuesto a tolerar.

El error que se estd dispuesto a tolerar se llama nivel de confianza.

Ejemplo:

Z , significa que estamos dispuestos a tolerar un 5% de error.
0.05

Hallando este nivel de confianza a una grafica se tiene:

Fig. 14

En las tablas del &drea bajo la curva normal se obtiene ZZ== 1.96; y
como la curva es simétrica Z,= ~1.96. '

Lo anterior significa que el 95% de las diferencias muestrales cae
entre -1.96 y 1,96 desviaciones estdndares.

En base al ejemplo anterior, obtener % Y representarlo en una
gréfica. 0.01

Ejemplo:

Un experto en mecdnica wutiliza la media de una muestra aleatoria de
tamafio n=30 para estimar el tiempo promedio que le toma a un mecanico
realizar cierta tarea. Si con base en la experiencia, el experto
puede suponer I=2.5 minutos para estos datos {Qué se puede decir con
un nivel de confianza del 1% acerca del tamafic mdximo de su error?
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Sclucidn:
n=30 d=2.5 o¢=1%=0,01 =» o</2=0.005
Utilizando las tablas del &rea bajo la curva normal se tiene gue

Z = 2.57
0.005

Sustituyendo estos datos en la formula E = Z e/2 . _@ se tiene
'E3

E =(2.57)(2.5)=6.425=1.17

V30 5.477

El resultado obtenido significa que el experto en mecdnica puede
afirmar con una certeza del 99% que su error serd cuando mucho de
1.17 minutos. *

Ejercicio:
Con referencia al problema de 1los pulsos cardiacos de las 32
personas, <{Qué se puede decir con un nivel de confianza del 5% acerca

del error maximo si se wutiliza X=26.5 como estimacidén del incremento
promedio real del pulso de una persona que realiza la tarea dada?

Formato de una muestra para eﬁtimar la media u cuando n230.

La férmula E = Z.e¢ . , también se puede wutilizar para determinar

T
2 I

el tamafioc de la muestra que se necesita para lograr un grado de

exactitud deseada. Despejando n de la expresidn anterior se tiene:

n=[zosfzgc¢']2.....(l6)
E
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Férmula para Determinar el Tamafio de la Muestra

Ejemplo:

Un profesor de estadistica de la Universidad desea emplear la media
de una muestra tomada al azar para estimar la cantidad promedio de
tiempo que los estudiantes requieren para pasar de una clase a la
siguiente. Ademds desea que esta estimacidén tenga un error de cuando
mucho 0.30 minutos con probabilidad 0.95. Si se sabe de estudios
similares anteriores que es razonable tomar d&1.50 minutos {De qué
tamafio tendrd que tomar una muestra?

Solucidn:

La probabilidad 0.95 de que al hacer la estimacién se tenga un error
de cuando mucho 0.30 significa que se estd tomando un nivel de
confianza del 5% .. &=5% =» &/2 = 2.5% = 0.025

De tablas se tiene Z = 1.96; ademds @=1.50, E=0.30
0.025

Sustituyendo los datos en la formula

2 .
n=1_[2 2 ¢ ] se tiene
E
2
n=1[ (1.96)(1.50)] = 96.04
0.30
o Se requiere una muestra aleatoria de tamafio n=96 para la
estimacidn.
Ejercicio:

1. En un estudio de los hdbitos de ver televisidén, se busca estimar
el nimero de horas en promedio gque los alumnos de bachillerato
ven televisién por semana. Si es razonable suponer =3 horas, <iDe
gué tamafio deberd ser la muestra de manera gue se pueda afirmar
con la probabilidad de 0.99 que la media de 1la muestra
fallard cuando mucho en 35 minutos?
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Intervalos de Confianza

Anteriormente ya se dijo que para estimar pardmetros, lo mds adecuado
es formar un intervalo de confianza, el cual generalmente incluird al
pardmetro por estimar.

Comb ya vimos al estimar g en base a la media de la muestra X, la
estimacidén no serd perfecta; es decir, siempre habrd un margen de
error, tal gue:

4 = X * error muestral;

pero ya vimos que el mdximo error muestral gue se puede cometer es
E=172 . &, por lo tanto podemos escribir

2 /o

N&X

e e e e e o« (17)

X = media muestral

Z e = Es el valor de Z para el cual el drea bajo la curva normal a
2 la derecha de 2 es &/2

= nivel de confianza

@& = desviacidén t_pica de la media.

/n’

Puesto que los niveles de confianza mds utilizados son 0.05 y 0.01;
entonces podemos establecer los siguientes intervalos de confianza.

+

o= X 1.96 _ T ; intervalo de confianza de 95%

} intervalo de confianza de 99%

Recuerda gue para «x=0.01 =» e&/2=0.025 y que 72 = 1.96
0.025
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Ejercicio:

1. Para &=0.01; obtener: Zé/2=__  , Z,dc= .

Ejemplo:
Obtener el intervalo de confianza del 95% del conjunto de datos:

{1, 5, 2, 3, 4, 1, 2, 2, 4, 3.}

X x2 ler. Paso: Se determina la media
1 1
5 | 25 _ _
2 4 X =ZX SO X =27 = 2.7
3 9 N 10
4 16 —
1 1 BX = 27 .. X = 2.7
2 4
2 4 N = 10
4 16
3 9
27 89 2do. Paso: Se obtiene la desviacién estdndar
; - " ‘de la muestra
s =‘/zx X
N
S = V89 _ (2.7) =Y8.9-7.29’
10
S =VY1.61 = 1.27 o S=1.27

3er. Paso: se obtiene el error estédndar de la media.

noétese que en el denominador, en

T = S la foérmula se escribié N-1 en
X \{N-l‘ vez de N; la razén es que N-1
corrige el sesgo | del error
estédndar. '
U =_1.27 =1.27 =1.27 = 0.42
X 0-1 ' 3
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4c. Paso: Se multiplica el error estdndar de la media por 1.96 gue es
el valor de z al nivel de confianza de 0.05

p=X+ 1.96(1)
X

t
1
N
N
+

1.96(0.42)
M =2.7 £ 0.82

. 1.88 g4 4£ 3.52

Lo anterior significa que se puede asegurar con un 95% de confianza
gque la verdadera muestra poblacional estd entre 1.88 y 3.52.

Ejercicio:

Del conjunto de datos del problema anterior, encontrar el intervalo
de confianza del 99%.

Ejemplo:

Un fabricante de productos especiales de acero, necesita estimar 1la
dureza media de un lote grande de piezas de acero que acaba de
recibir. Es muy importante la determinacién de la dureza yva que si
ésta sale de un cierto rango, es necesario aplicar un tratamiento
costoso para llevarla al grado de dureza deseado. Imaginese que usted
trabaja en el departamento de pruebas de cierta compafifa y le han
enviado el resultado de una prueba de dureza efectuada en una
muestra aleatoria de 40 piezas, siendo la media de la muestra X = 70
y desviacidén estandard S = 2 {Qué haria usted?

Solucidn:
Se tiene que estimar la dureza media u en base a una muestra con

n=40, X=70 y S=2 y un nivel de confianza del 99%, ya que la situacidn
es bastante delicada.

S B =Xt 2,58 1
iy

=70 % (2.58)(_2)
P’ m

# =70 t (2.58)(0.82)

o sea:

69.18 Ly <L 70.82
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El gerente, al recibir el informe, observa que el resultado cae muy
cerca del extremo del rango aceptable (de 68.3 a 70.6), pide que se
aumente la precisidén del intervalo de confianza del 0.82 a 0.50,
preservando el nivel de confianza en 99% ¢{Que haria usted?

Solucidén:

Hay que determinar el tamafio de la muestra necesaria para alcanzar la
precisién de E = 0.50

. 2
n=7_2d&m?2 . 1  podemos tomar @=5
E
2 2 2
n=17_(2.58)(2)] = (5.16) = (10.32) = 106.50
0.50 0.50

Entonces. nos bastaria una muestra de 107 piezas. Como ya teniamos 40
piezas, se manda completar la muestra probando la dureza de 67 piezas
adicionales. Se calculan las nuevas X y S en base a la muestra total

y se obtiene el nuevo intervalo de confianza a 99% con precisién de
0.50. '

Ejercicio:

La actividad de ciertas vacunas puede mediarse dnicamente a través de
pruebas en organismos vivos (cone’jos, por ejemplo). Este
procedimiento es costoso y tardado pro esencial para asegurar el
funcionamiento correcto de estas vacunas.

a) Si la muestra de 30 pruebas dié un indice medio de actividad de
X=880 unidades con S=110, forme un intervalo de confianza de 95%
para la actividad media de la vacuna.

b) Calcule el tamafio de muestra total necesaria para tener un error
de estimacién E#25 unidades con 99% de confianza.

Confiabilidad de Promedios en Muestras Pequefias.

Anteriormente ya se comparé la distribucién Z con la distribucién t
de student.

Si en la distribucién % =i§7g , Se reemplaza t por Z y @ por S se
ZE)

tiene la distribucién:

Il

t X~u distribucién de Student

wyn
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Esta distribucién se utiliza para estimar pardmetros para muestras
pequehas. :

Los intervalos de confianza se forman de la misma manera que en la
distribucién Z.

La forma de la curva de la distribucién t de Student estd basada en
el numero de grados de libertad (g.l.=n-1) en lugar del tamafio n de
la muestra. A medida que aumenta el ndmero de grados de libertad, 1la
curva de la distribucidén t es menos variable.

Una muestra la vamos a considerar pequefia cuando sea n<30.

La tabla de valores t es diferente de la de valores Z. En la tabla de
valores de la distribucidén t de Student cada fila ccrresponde a una
distribucién t distinta. La dltima columna da el ntmero de grados de
libertad.

Ejemplo:
Para 10 g.1l., el 10% del drea de la curva estd a la derecha del valor

t=1.383, y como la curva es simétrica, el 10% del &rea de la curva
estd a la izquierda del valor t = -1.383.

.10

Fig. 14

Distribucién t para 10 g.l. y e¢/2=0.10

De la figura se tiene que el 80% de los casos estdn comprendldos
entre -1.383 y 1.383.

Ejercicio:

Para 10 g.l. y un nivel de confianza de 5%, determinar el 1ntervalo
de confianza vy dibujar su grafica.

Para la distribucién t de Student se define t e , de la misma forma

2
como se difinid z = , de manera dque el drea situada debajo de la
2
curva gue estd a la derecha de teC es igual a -t o . Sin embargo
2 2

t £ depende del numero de grados de libertad.
2
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Utilizando el hecho de que la distribucién t es simétrica con
respecto a t=0 (media de la distribucién t); entonces la probabilidad
de que la variable aleatoria que tiene una distribucién t tome un
valor entre -ta/2 y ta/2; es decir, -ta/2 < t < ta/2 es 1-a.

N[R

De la figura podemos
afirmar que:

P(-ta/2 < t < ta/2)=l-a

A\

"‘t o =0 :
g M t

e
2

Distribucién t

Igual que en la distribucién Z, el intervalo de confianza en muestras
pequenas se puede escribir:

u=X=*ta/2 _S .
: Yex

Férmula para determinar intervalos de confianza para muestras
pequehas.
Ejemplo:

La curva de la distribucién t con 10 g.l. se muestra en la siguiente
figura. Hallar el valor de t para que:

Fig. 16

a) El drea yrayada de la derecha sea 0.05%
b) El 4rea total rayada sea 0.10

c¢) El &rea no rayada sea'0.9? L
d) El drea rayada de la izquierda sea 0.0
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Solucidn:
a) &/2=0.05

En las tablas de la distribucién t se busca el nivel de confianza
0.05 con 10 g.1l.({n=10+1=11) es decir, el tamafioc de la muestra n=11

.. € = 1.812
0.05

Ejercicio:
Resolver los demds incisos del problema anterior.
Ejemplo:
Los contenidos de dcido sulfdrico en siete’recipientes similares son:
9.8, 10.2, 10.4, 9.8, 10.0, 10.2 y 9.6 litros. Encuentre un intervalo
de confianza al 95% para la media de todos los recipientes,
suponiendo una distribucién aproximadamente normal. .
Scolucidn:

La media y la desviacién estdndar de 1la muestra para los datos
proporcionados, son:

X=10.0 y S=0.283 (Checar estos resultados)

Empleando la tabla de la distribucién t, se encuentra que
t =2.447, para 6 g.1l. Recuerde gue «=0.05 == &/2=0.025
0.025

.. el intervalo de confianza al 95% para u es:

u = 10.0

I+

(2.447)(0.283)
V7

4 = 10.0 + _0.6925

2.64575
4 = 10.0 £ 0.26174
o 9.738 < u < 10.26174 redondeando
o 9.74 < u < 10.26
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Ejercicio:

1. Una muestra aleatoria de 25 automdviles del mismo modelo se
conducen de la misma forma y usando la misma calidad de gasolina. Los
automéviles recorren un promedio de 9 km. por litro de gasolina, con
una desviacidén tipo de 1.2 km. Estimar el recorrido medio por 1litro,
y dar su intervalo de confianza a un nivel de confianza del 95%.

Verifica la respuesta: 8.505 < 4 < 9.495

2. En un estudio de la contaminacién del aire, una estacidén de
experimentos obtuvo una media de 2.36 miligramos de materia orgdnica
suspendida soluble de bencenc por metro cubico con una desviacidn
estdndar de 0.48 de una muestra tomada al azar de tamafioc n=10.

a) Construye un intervalo de confianza del 99% de la media de la
poblacion muestreada.

b) ¢éQué se puede afirmar con el 95% de confianza acerca del error
maximo, si ¥X=2.36 miligramos se utiliza como estimacién de la media
de la poblacidén muestreada?

Verifica las respuestas.

a) 1.87 § M £ 2.85

<

b) E = 0.34

Pruebas de Hipétesis

Al hacer inferencias de caracteristicas de poblaciones a través de
muestras se utilizan los métodos de Estimacién y Pruebas de
Hipdtesis.

cuando se analizan caracteristicas e poblaciones por el método de
pruebas de hipdétesis es necesario tener en cuenta los siguientes
conceptos:

NIVEL DE CONFIANZA. Es el nivel de error que se esté dispuesto a
tolerar.

ESTADISTICO DE PRUEBA. Es una variable aleatoria cuyo valor se
utiliza para llegar a la decisién de rechazar o no la hipétesis
nula.

REGION CRITICA. Es el conjunto de valores para el estadistico de
prueba que llevarad a rechazar la hipétesis nula.

REGION DE ACEPTACION. Es el conjunto de valores para el estadistico
de prueba que provocara la aceptacidn de la hipétesis nula.
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VALOR CRITICO. Es el valor gque separa a la regidén de rechazo y la
regidén de aceptacidn.

HIPOTESIS ESTADISTICA. Es wuna afirmacién o conjetura acerca del
pardmetro o pardmetros de una poblacidén.

La siguiente grédfica.muestra el valor critico, la regién de rechazo Yy
la regidn de aceptacidn.

REGION DE  VALOR REGION DE VALOR REGION DE
RECHAZO CRITICO ACEPTACION CRITICO RECHAZO
Fig. 17

Se ha aprendido a estimar la media de una poblacién u, dando un
intervalo de confianza o acompafiando la estimacién de punto X con una
evaluacién del error posible. Ahora aprenderda como demostrar una
hipétesis referente a la media de una poblacién p; es decir, se
presentardan métodos para decidir si se acepta © se rechaza una
afirmacién acerca de un valor especifico de u.

Estos conceptos seran abordados en la siguiente unidad, esté
preparado para acceder a ellos.
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RECAPITULACION

FUNCION
PROBABILISTICA
DISCRETA CONTINUA
MUESTREO ASTMETRICAS *LﬁIMETRICAS
S
~*L§ISTEHATICO NORMALIZACION
—» ESTRATIFICADO DISTRIBUCION

NORMAL ESTANDAR

—% POR CONGLOMERADOS ‘

L

—* ALEATORIO SIMPLE

APLICACION EN LA
SOLUCION DE
PROBLEMAS

PEQUERNAS GRANDES
n < 30 n > 30
DISTRIBUCION . MEDIA
|"t™ DE STUDENT | MUESTRAL |
| GRADOS DE ' TEOREMA DEL
LIBERTAD LIMITE CENTRAL
a | _ ;
NIVEL, DE
CONFIANZA
PRUEBAS DE
HIPOTESIS
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Para

ACTIVIDADES DE CONSOLIDACION

reafirmar los conceptos aprendidos vresuelve el siguiente

ejercicio. Si tienes alguna duda consulta con tu maestro o asesor.

I.

La Cia. General Motor Company tiene 1la intencidén de promover a
sus trabajadores a un tabulador salarial mejor que el actual y
para ello aplica un examen de conocimientos culturales, habiendo

obtenido las siguientes puntuaciones:

27, 28, 28, 28, 29, 30, 30, 30, 30, 31, 31, 31, 32, 32, 32,
33, 33, 33, 33, 34, 34, 34, 34, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35,
36, 36, 36, 36, 36, 37, 37, 37, 37, 37, 37, 38, 38, 38, 38,
38, 38, 38, 39, 39, 39, 39, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40, 40,
41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 41, 42, 42, 42, 42, 42, 42, 43,
43, 43, 43, 44, 44, 44, 44, 44, 44, 44, 45, 45, 45, 45, 45,
46, 46, 46, 47, 47, 47, 47, 47, 47, 47, 48, 48, 48, 48, 49,
49, 49, 49, 50, 50, 51, 51, 51, 52, 52, 53, 53, 53, 54, 54,
55, 56, 56, 57, 57, 58, 59, 61, 62, 62.

Determina:
1) La media.
2) La moda.
3) La mediana.
4) la varianza.
5) La desviacidén estandar
6) Traza el poligono de frecuencias.

7) Normaliza los datos y traza la curva de mejor ajuste sobre la
grdfica anterior para contrastar el cambio.

8) Determina el tanto por ciento de casos que se espera hallar
entre la media y las puntuaciones 28,38 y 60.

9) Calcula el tanto por ciento y el nimero de casos esperados
entre los siguientes pares de puntuaciones:

a) 35 y 45

b) 50 yv 55
c) 56 y 60
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10) {Cudntos casos se espera hallar por encima de una puntuacién

igual a 50?. <{Cudntos por debaijo de 357?.

Problema:

IT. Los datos dados a continuacidén corresponden a incrementos de
pulso cardiaco en pulsaciones por minuto que un médico determina
en relacién con diez personas que realizan una tarea ardua:

d)

e)

£)

27, 14, 27, 32, 25, 30, 24, 29, 19, 32.

Estimar el incremento promedio real del pulso cardiaco de una
persona gque realiza una tarea ardua, mediante el estimador
puntual X.

Estimar el alejamiento de 1las pulsaciones por minuto con
respecto al promedio, utilizando un estimador puntual.

Determinar el numero de grados de libertad para la muestra
dada.

Determinar el error mdximo gque se comete al estimar el
incremento promedio del pulso cardiaco de una persona mediante
el estimador puntual X, con un nivel de confianza del 95%.

Obtener el tamano qgue deberd tener la muestra, de tal
manera que al emplear 1la media X, de una muestra para estimar
el incremento promedio del pulso cardiaco de una persona, se
tenga un error mdximo de 25 pulsaciones por minuto con un nivel
de confianza de 95%.

Construir un intervalo con un nivel del 99% en relacién con el
incremento promedioc real del pulso de personas gue realizan la
tarea dada. ‘
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LINEAMIENTOS DE AUTOEVALUACION

Los resultados que debiste obtener son los siguientes, si alguno no
coincide, entonces revisa tus cdlculos, 1localiza el error vy
corrigelo:

Solucién del problema I.

1) = 47.1 2) Mo = 48.7 3) Md = 50.6
4y = 64.2 8) = 9.04

6) TABLA DE FRECUENCIAS

CLASE Xom Fi | Fa | XmFi| Xm-X (Xm—%)z; Fi (X=X
60-62 61 5 5 305 | 13.9 ] 193.21| 966.5
57-59 58 i0 | 15 | 580 | 10.9 | 118.81| 1188.1
54-56 55 15 | 30 | 825 7.9 62.1 936.2
51-53 52 18 | 48 | 936 4.9 | 24.01 432.2
48-50 49 20 | 68 | 980 1.9 3.61 72.2
45-47 46 17 | 85 | 782 | -1.1 1.21 20.6
42-44 43 14 | 99 | 602 | -4.1| 16.81 235.3
39-41 | 40 10 | 109| 400 | -7.1| 50.41 504.1
36-38 37 8 117| 296 | -=10.1 | 102.01 816.1
33-35 34 6 123| 204 | -13.1 | 171.61| 1029.7
30-32 31 4 127| 124 | -16.1 | 259.21| 1036.8
27=29 28 3 130| 84 | -19.1 | 364.81| 1094.4
6118 8332.2
X =ZXmfi = 6118 = 47.1
n 130
2 . v - -
J=2fi(Xm-X) = 8332.2 = 833.2 = 64.6
n - 1 130-1 129
GEJ64.590698'= 8.04
Mo = 47.5 + 3(_2 ) = 47.5 + 6 = 48.7
243 5
Md =

48 + 3 ( 130 - 48 ) = 48 + 51 = 50.6
2 20

20
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7. TABLA DE NORMALIZACION PARA EL AJUSTE DE CURVAS
. _ _hA% !

CLASE | fi |Ls. |MX=X;-X |2z=8Z% | DEBAJO |ENCIMA | fe |fe.red.
60-62 5 | 62.5| 15.4| 1.92 | 0.9726 | 0.0344 | 4.47 | 4.5
57-59 10| 59.5| 12.4| 1.54 | 0.9382|0.0696 | 9.05| 9.1
64-56 15| 56.5 9.4| 1.12 | 0.8686 | 0.0805 [10.47 | 10.5
51-53 18| 53.5 6.4| 0.80 | 0.7881 | 0.1253 |16.29| 16.3
48-50 20| 50.5 3.4| 0.42 | 0.6628 | 0.1429 |18.58 | 18.6
45-47 17| 47.5 0.4] 0.05 | 0.5199 { 0.1454 |18.90 | 18.9
42-44 14| 44.5| -2.6| -0.32 | 0.3745 | 0.1325 |17.23| 17.2
39-41 10| 41.5{ ~5.6| -0.70 | 0.2420 | 0.0997 {12.96| 13.0
36-38 g | 38.5| -8.6| -1.07 | 0.1423 | 0.0674 | 8.76| 8.8
33-35 6 | 35.5| =-11.6| ~1.44 | 0.0749 | 0.0405 | 5.27| 5.3
30~-32 4 | 32.5| -14.6| -1.82 | 0.0344|0.0201 | 2.61| 2.6
2729 3 | 20.5| -17.6| -2.19 | 0.0143| 0.0143 | 1.86| 1.9

X=47.1

J=8.04

N= 130
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\ -- CURVA NORMALIZADA
200 — = - = = = = - = = = = = = -
G‘.- j—l
- i
L i
= |
Ve +
- 1
- i
- ]
J—h — _t—
u |
L i
- ,l
r/ 28 31 3¢ 31 40 43 46
A) POLIGONO DE FRECUENCIAS (A)
B) CURVA NORMALIZADA (B)
8) 1) 49% _ 2) 37% 3) 45%
9) 1) 33% 43 casos 2) 19.6% 26 casocs
10) 1) 47 casos . 2) 9 casos

Solucidn del problena II.

a) Para estimar la media [ de una poblacién, hay varios estimadores
puntuales, los mds conocidos son: media, mediana y mocda.

De estos estimadores el mds adecuado es la media, ya que es la mas
confiable por considerar todos los datos de la muestra, cosa que
no ocurre con la mediana y la moda.

X = 27+14424+32+25+30+24+29+19+32 = 259 = 25.9

10 1¢

J. X = 25.69

Esto significa que el incremento promedio real del pulso cardiaco
es 25.9 pulsaciones por minuto.
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Este error que se comete al estimar a través de X se determina
mediante la férmula

E=tu/2 .22

.Vﬁ_
donde:
E= error

t o¢/2= &rea bajo la curva a la derecha de °%/2.

0= desviacién estandar de la poblacidén
n= N° de datos

NOTA: Recuerda que en ausencia de ( se puede utilizar s.
«= 0.05 ot/2= 0.025
De las tablas de la distribucién t de Student y tomando g.1l.=9 se

tiene:

t(0.025) = 2.262

s E = 2.262(5.44) = 12.305 = 3.89
MIO 3.162
o e E = 3.89

Esto significa que podemos asegurar con un grado de confianza del 95%
que el error que se comete al estimar a través de x es menor de 3.89
pulsaciones por minuto.

e) Para determinar el tamafio que deberd tener la muestra con un nivel
de confianza del 95% para tener un error mdximo de 2.5 pulsaciones
por minuto se utiliza la férmula

E = t/2 ._0" despejando n se tiene
yo
n = ;OQZ'G’
E

o
il

2 2
2.262)(5.44) = (4.922112) = 24.22
2.5 :

redondeando se tiene n=24
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La confiabilidad de X como estimador de la media de la poblacién
depende del tamafo de la muestra y el tamafio de la desviacidn
estandar de la poblaciédn.

b) Para estimar el alejamiento promedic de las pulsaciones por minuto
con respecto al incremento promedio real existen varios
estimadores. Los mds usuales son: la desviacién media, varianza y
desviacidn estédndar.

De ellcs utilizaremos el estimador s (desviacién estdndar de la
muestra).

Dadc que generalmente noc se conoce el pardmetro, que es la
desviacidén estdndar de la muestra; el estadistico s (desviacién
estandar de la muestra) puede servir como estimador de g .

X b 2 sz
14 1 1856 196
19 1 361 361 Para determinar s se utiliza la férmula
24 1 576 576 7
25 1 625 625 s = \[‘E— > -
27 2 729 1458 N
29 1 841 841 )
30 1 900 200 donde: N = N* de datos
32 2 1024 2048 f = frecuencia de cada datoc
5252 7005 X = media de la muestra
z' 1
.08 =\/ 7005 _ (25 9F  =,/700.5 - 670.8T =y/29.69'= 5.44
10
S 8 = 5.44
Esto significa gque en promedio el incremento promedio del pulso
cardiaco se aleja 5.44 pulsaciones por minuto de la media.
c) g.1l. = n~1 o g.l. = 10-1 = 9

-

<. g.1l.= 9

d) Sabemos que al estimar la media poblacional a través de la
media muestral X existe un error, es decir:

/A4= X + error muestral
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Esto significa que el tamafic de la muestra debe ser 24 para
cometer un error menor de 2.5 pulsaciones por minuto al estimar a
través de X.

La estimacidén de pardmetros puede ser puntual o por intervalos.

La estimacién de 1la media poblacional por intervalos tiene la
ventaja sobre la estimacidén puntual de que en la estimacién por
intervalos es posible conocer el tamafio del error, asi como la
precisidén y el nivel de confianza, cosa que no se puede tener con
la estimacién puntual.

Como ya vimos al estimar en base a la media muestral X, la
estimacidén no es perfecta, es decir, siempre hay un margen de
error.

So =X + E pero = t &t/2.0 _
v. n

e M=X + toty2._ 0 intervalo de confianza para

lfh estimar//4

donde:

K= nivel de confianza

Para un nivel de confianza del 993% se tiene que:

o= 0.01 &/2 = 0.005

Joo t(0.0085) 4.032 con 9 grados de libertad

/M = 25.9 + 4.032 (5.44)
T

M= 25.9 & 21.034
3.162

/U== 25.9 + 6.936

18.96 < MU<32.83

Esto significa que se puede asegurar con un 99% de confianza que
la verdadera muestra poblacional esta entre 18.96 y 32.83
pulsaciones por minuto.
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APENDICE A

AREAS Y ORDENADAS DE LA CURVA DE
DISTRIBUCION NORMAL EN FUNCION DE Ax/6
(1) (2) (3) (4) (5)

A A B , C Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en Ax

L Ax

(o] a o

'0.00 qooo‘ 5000 15000] 3989
.0.01 0040 -.5040 * 4960 ! 3989

0.02 .0080! .5080 14920 .3989

0.03 .0120' 5120 +,4880 3988

0.04 0160 5160 -.4840 .3986

:0.05 0199 5199 © 4801 .3984
0.06 0239 5239 4761 .3982
10.07 0279 5279 4721, .3980.
10.08 .0319 .5319 14681 3977
10.09 -0359 .5359 14641 § 3973
10,10 0398 .5398 1. 4602 ©.3970
0.11 .0438 5438 4562 :.3965
0.12 0478 .5478 4522, - .3961
0.13 0517 5517 .4483 .3956
,0.14 0557 5557 4443 .3951
,0.15 0596 5596 *1.4404 .3945

0.16 0636 ,5636' 4364 1.3939:

0.17 0675 5675 4325 3932

0.18 0714 5714 4286 $.3625

10.19 0753 5753, 4247 3918

0.20 0793 5793 L4207 ,3910

0.21 0832 15832 14168 .3902

0.22 .0871 5871 [.4129 :.3894

0.23 0910 1910 1.4090 .3885

0.24 0948 .5948 4052 *.3876

0.25 0aR7 5987 !,4013 " 3867

0.26 .1026 6026 13974 13857

0.27 .1064. 6064 13936 © 3847

0.28 1103 6103 1.3897 3836

0.29 J14l, 6141 3859 3825

0.30 1179 6179 13821 3814

0.31 U217 6217 13783 .3802

0.32 1255 '6255 ~3745 3790

0.33 .1293, 16293 .3707 3778

0.34 13314 6331 13669 ©.3765 .

0.35 .1368 6368 3632 ©.3752

0.36 .1406° ‘6406 .3594 3739,

0.3 .1443 “6443 3557 11,3725

0.3: .1480 -6480 .3520 3712!

0.39 1517 6517 .3483 13697

0.40 1554 6554 .3446 1.3683

0.41 1591 6591 .3409 " .3668

0.42 .1628 .6628- 3372 .3653

~0.43 1664 6664 13336 3637
0,44 .1700 L6700 43300 .3621
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APENDICE A

AREAS Y ORDENADAS DE LA CURVA DE
DISTRIBUCION NORMAL. EN FUNCION DE Ax/6
(1) (2) (3) (4) (5)
2. A B C Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la . Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en AXx
. & =X 6
6 a 6
0.45 1736 6736 13264 .3605
0.46 1772 6772 $3228 ,3589
0.47 ,1808 6808 23192 3572
0.48 .1844 6844 3156 13555
0.49 L1879 6879 3121 3538
0.50 1915 6915 .3085 .3521
0.51 .1950 6950 .3050 ,3503
0.52 -1985 6985 3015 -.3485
0.53 .2019 .7019 .2981 13467
0.54 .2054 7054 .2946 ,3448
0.55 2088 .7088 2912 .3429
0.56 12123 1123 J2877 ,3410
0.57 L2157 L7157 .2843 ,3391
0.58 2190 L7190 ,2810 3372
0.59 2224 17224 2776 13352
0.60 2257 7257 2743 3332
0.6 2291 .7291 2709 3312
0.62 2324 7324 L2676 3292
0.63 2357 7357 2643 3271
0.64 ,2389 \7389 2611 ,3251
"0.65 2422 7422 ,2578 3230
0.66 2454 ,7454 .2546 3209
0.67 2486 .7486 2514 :3187
0.68 2517 7517 .2483 3166
0.69 .2549 1549 .2451 3144
0.70 ,2580 7580 ,2420 ‘3123
0.7 2611 J7611 .2389 23101
0.72 ,2642 7642 12358 .3079
0.73 2673 7673 2327 .3056
0.74 2704 7704 2296 23034
0.75 2734 1734 2266 3011
0.76 2764 1764 2236 12989
0.77 2794 .7794 12206 12966
0.78 .2823 .7823 2171 ,2943
0.79 .2852 7852 ,2148 .2920
0.80° .2881 .7881 ‘2119 .2897
0.81 2910 7910 2090 2874
0.82 .2939 .7939 2061 .2850
0.83 .2967 7967 .2033 12827
0.84 .2995 ,7995 2005 12803
0.85 .3023 8023 1977 .2780
0.86 .3051 .3051 1949 ,2756
0.87 .3078 .8078 1922 2732
0.88 ,3106 8106 1894 .2709
0.89 3133 8133 L1867 2685
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APENDICE A

~ AREAS ) 4 ORDENADAS DE LA CURVA DE
DISTRIBUCION NORMAL EN FUNCION DE Ax/6

(1) ©(2) (3) (4) - (5)

Z ' A C Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en Ax

JAV'S Dx

&6 a 6
[0.90 3159 8159 | 1841 2661
' 0.91 3186 8186 1814 2637
092 3212 8212 11788 .2613
0.93 3238 8238 1762 .2589
0.94 3264 © 8264 1736 ..2565
+0.95 3289, .8289 L1711 ; 2541

0.96 331S ..8315 11685 2516

097 13340 8340 - 11660 2492

0.98 13365 8365 1635 . .2468 |

0.99° 3389 8389 .1611' 2444 |

1.00 3413 8413 1581 2420

1.01. 3438 .8438 1562 12396

1.02 3461 .8461 111539 2371

1.03 3485 .8485 1515 2347

1.04; 3508 .8508 '1492 2323

1.05 13531 8531 %1469 2299

1.06 .3554 : 8554 11446 2275

1.07 3577 8577 11423 2251

1.08 .3599 .8599 .'11401 - 11,2227

109 3621 8621 1379 12203

1.10 .3643 8643 1357 L2179

111 - 3665 8665 1335 1+2155

112 -3686 8686 1314 £.2131

1.13 3708 .8708 1292 2107

1.14 3729 8729 1271 2083

115 $,3749 -.8749 1251 £,2059

1.16 3770 .8770 1230, 2036,

1.17 23790 8790 1210 2012

‘118 13810 8810 1190 .1989 .
L9 23830 8830 1170 1965
11.20 3849 - 8849 151 11942
1.21 3869 8869 1131 1919
'1.22 .3888 8888 1112 1895
'1.23 .3907° 8907 -1093 © 1872
124 13925 8925 1075 : 1849
11.25 3944 8944 1056 1826
.1.26 13962 8962 ..1038 1804
1.27 13980 8980 1020 1781¢
1.28 3997 8997 © 11003 1758
1.29 4015 9015 10985 .1736

1.30 L4032 o903 . .0968 1714

131 4049 9049 0951 +.1691

132 - . .4066 .9066 0934 £.1669"

133 4082 9082 0918 | 1647

1.34 +.4099 9099 10901 i 1626
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APENDICE A

9633

AREAS Y ORDENADAS DE .IA CURVA DE
DISTRIBUCION NORMAL EN FUNCION DE AX/6
(1) (2) (3) (4) (5)

2 A B Cc Y
pPuntuacion Area desde Area de la Area de la Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en Ax

Ax ax

s) a O

135 . AllS 118 0885 1604

1.36 4131 9131 .0869 L1582

1.37 4147 9147 0853 1561

1.38 4162 9162 .0838 .1539

1.39 Mn 9177 0823 1518

1.40 4192 9192 .0808 .1497

1.41 4207 9207 0793 .1476

1.42 4222 9222 0778 .1456

143 4236 9236 0764 1435

144 4251 9251 0749 .1415

145 4265 9265 0735 1394

1.46 4279 9279 0721 1374

1.47 4292 9292 0708 ¢ 1354

1.48 4306 .9306 0694 1334

1.49 4319 9319 0681 L1315

1.50 4332 9332 .0668 11295

1.51: 4345 9345 0655 1276

1.52 4357 9357 0643 1257

1.53 4370 9370 0630 1238

1.54 4382 9382 0618 1219

1.55 4394 9394 0606 ..1200

1.56 14406 .9406 0594 ..1182

1.57 4418 9418 0582 1163

1.58 4429 -.9429 0571 1145

1.59 4441 9441 0559 1127,

1.60 4452 .9452 0548 ~1109

1.61 [4463 9463 0537° .1092

1.62 4474 ..9474 © 0526 1074

1.63 4484 © 19484 - 0516 -1057:

1.64 -4495 9495 0505 - 1040

1.65 4505 9505 0495 .1023

1.66 ‘4515 9515 0485 .1006

1.67 4525 9525 0475 0989

1.68 4535, 9535 0465 .0973

1.69 4545 9545 0455 0957

1.70 L4554 9554 0446 0940

1.71 "4564 9564 0436 0925

1.72 4573 9573 0427 0909

1.73 . 4582 9582 0418 .0893

1.74 4591 9591 0409 .0878

. i

1.75 4599 9599 .0401 10863

1.76 4608 9608 0392 0848

1.77 4616 9616 0384 .0833

1.78 4625 9625 0375 ..0818
i 1.79 0367 .0804
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APENDICE A

LA CURVA DE

AREAS Y ORDENADAS DE
DISTRIBUCION NORMAL:, EN FUNCION DE Ax/G
(1) (2) (3) (4) (5)
A A B C Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la . Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en Ax
22X e 6
6. a 6

1.80 4641 9641 0359 0790
1.81 4649 9649 0351 0775
1.82 4656 9656 0344 0761
1.83 4664 .9664 0336 0748
1.84 4671 9671 0329 0734
1.85 4648 9678 0322 8721
1.86 4686 9686 0314 0707
1.87 4693 9693 .0307 0694
1.88 4699 9699 0301 0681
1.89 4706 9706 .0294 0669
1.50 473 9713 0287 0656
1.91 4719 9719 0281 0644
1.92 4726 9726 0274 0632
1.93 4732 9732 .0268 0620
1.94 4738 9738 0262 0608
1.95 4744 9744 0256 0596
1.96 4750 9750 .0250 0584
1.97 4756 9756 0244 0573
1.98 4761 9761 0239 0562
1.99 4767 9767 0233 0551
2.00 4772 9772 .0228 0540
2.0 4778 9778 0222 0529
2.02 4783 9783 0217 0519
2.03 4788 9788 0212 0508
2.04 4793 9793 0207 0498
2.05 4798 9798 0202 0488
2.06 4803 9803 0197 0478
2.07 4808 9808 .0192 0468
2.08 4812 9812 0188 0459
2.09 4817 9817 0183 0449
2.10 .4821 9821 0179 0440
2.11 .4826 9826 0174 0431
2.12 .4830 .9830 0170 0422
213 4834 9834 .0166 0413
2.14 4838 9838 .0162 0404
2.15 4842 9842 0158 0396
2.16 .4846 9846 0154 0387
2.17 .4850 9850 0150 0379
2.18 4854 9854 0146 0371
2.19 4857 9857 .0143 0363
220 4861 9861 0139 0355
2.21 4864 9864 0136 0347
2.2 4868 9868 0132 0339
2.23 4871 9871 0129 0332
2.24 4875 9875 0125 0325

82




APENDICE A

AREAS Y ORDENADAS DE LA CURVA DE
DISTRIBUCION NORMAL EN FUNCION DE Dx/6

s
(1) (2) (3) (4) (5)
Z A B C Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en AX
AX Ax ‘ : 6
(e} a o
225 4873 9878 0122 0317
276 4881 9881 0119 0310
277 4884 9884 0116 0303
28 4887 9887 0113 0297
279 4890 9890 0110 0290
2.30 4893 9893 0107 0283
2.31 4896 9896 0104 0277
232 4898 9398 , 0102 0270
2.33 4901 990t .0099 0264
2.34 4904 19904 .0096 0258
2.35 4906 9906 0094 0252
2.36 4909 29909 .0091 0246
237 4911 9911 : 0089 0241
2.38 4913 9913 0087 0235
2.39 4916 9916 .0084 0229
2.40 4918 9918 .0082 0224
2.41 .4920 9920 .0080 0219
2.42 4922 9922 .0078 0213
2.43 4925 - 9925 0075 10208
2.44 4927 9927 0073 0203
2.45 4929 9929 0071 0198
2.46 4931 9931 .0069 0194
247 4932 9932 .0068 0189
248 4934 9934 .0066 0184
2.49 .4936 9936 0064 0180
2.50 4938 9938 0062 0175
2.51 4940 9940 0060 0171
2.52 4941 9941 L0059 0167
253 4943 9943 0057 0163
2.54 4945 9945 .0055 0158
2.55 4946 9946 0054 0154
2.56 .4948 9948 0052 0151
2.57 .4949 29549 ‘ .0051 0147
2.58 .4951 9951 .0049 0143
2.59 4952 9952 0048 0139
2.60 14953 9953 .0047 0136
2.6 4955 9555 0045 0132
2.62 4956 9956 .0044 0129
2.63 4957 .9957 .0043 0126
2.64 .4959 9959 0041 0122
2.65 4960 9960 .0040 0119
2.66 4961 .9961 .0039 0116
2.67 4962 - 9962 .0038 o3
2.68 4963 9963 0037 .0110
2.69 4964 .9964 .0036 0107
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APENDICE A

Areas Y Ordenadas de La Curva de
Distribucion Normal en Funcion de Ax/6

(1) (2) (3) (4) (5)
z A B c Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la Ordenada

tipificada la media parte mayor parte menor en Ax
X
6 a 6
270 14965 - 9965 Yoo | 0104
271 4966 19966 0034 L.0101
2.72 4967 1.9967. .1.0033 1,009
273 14968 . 1.9968 1.0032 1 .0096
i 274 4969 9969 0031 i 0093
275 4970 9970 0030 | .0091
2,76 - 4971 9971 1.0029 | /0088
277, : 4972 9972 *,0028 £.0086 -
278 4973 9973 £.0027 ' | .0084
2719 4974 | 9974 | .0026 i L0081
© 2.80 4974 9974 . [.0026 | .0079
2.81 4975 9975 . 0025 10077
282, 4976 9976 0024 { 0075
2.83 4977 , 9977 1.0023 { .0073
2.84. 4977 9977 .0023 1.0071
2.85 4978 9978l . 0022 ! .0069
2.86 4979 19979 - 10021 0067
2.87 4979 ' .9979 ;0021 ©.0065
2.88 14980 .9980 10020 0063
2.89 4981 9981 -.0019 ' .0061
290 4981 9981 * 0019 0060
291 A982 998 ©.0018 0058
2.92 , 4982 9982 ..0018 i .0056
2.93 4983 9983 0017 0055
2.94 4984 . 9954 0016 | 0053
2.95 4984 - 9984 20016 0051
2.96 4985 9985 © 0015 1 .0050
2.97 4985 . 9985 . 0015 | 0048
2,98 4986 . .9986 0014 0047
299 4986 9986 0014 ! 0046
3.00 4987 9987 0013 | 0044
3.01 4987 ' 9987 0013 . 0043
3.02 4987 9987 0013 © 0042
3.03 4988 9988 0012 0040
3.04 4988 9988 0012 10039
3.05 4989 9989 0011, .0038
3.06 4989 9989 0011 0037
3.07 4989 9989 L0011 .0036
3.08 4990 9990 0010 .0035
3.09. 4990 9990 . 0010 0034
310, 4990 9990 +,0010 0033
3.11 4991 991 .0009 0032
312 4991 © 9991 . 0009 0031
313 ' 4991 ' 9991 . 0009 .0030
3.14: 4992 9992 .0008 10029
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APENDICE A

Areas b4 Ordenadas de La Curva de
Distribucion Normal en Funcion de Ax/S

(1) (2) (3) (4) (5)

Z A B C Y
Puntuacion Area desde Area de la Area de la Ordenada
tipificada la media parte mayor parte menor en Ax

LOX Ax 6

6 a 6

.15 4992 | 9992 L0008 0028

3.16 4992 9992 .0008 - ~.0027.

3.17 4992 9992 0008 ~,0026

3.18 4993 .9993 .0007 .0025

- 3.19 4993 9993 ,.0007 .0025

3.20 4993 9993 .0007 | 0024

3.21 .4993

3.22 4994

3.23 .4994

3.4, 14994

3.30 4995

3.40 - 4997

3.50 4998,

3.60 .4998

3.70 4999
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APENDICE B

S

=

Tabla . Valores criticos de ¢t

N

a
I,
{i0s { 0s0 ! o028 toro ! oos dJ.
3.078 6.314 12.706  31.82!  63.657 l
1.886 2,920 4,303 6.965 9.925 2
1.638 2.353 3.182 4,541 5,841 3
1.533 2.132 2.776 3.747 4,604 4
1.476 2.015 2.571 3.365 4,032 5
1.440 1.943 2,447 3.143 3.707 6
1.415 1.895 2.365 2,998  3.499 7
1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 ]
1,383 1.833 2,262 2.821 3.250 9
11372 1.812 2.228 2,764 3.169 10
1.363 1.796 -~ 2.20! 2.718 3.106 I
1,356 1.782 2.179 2.68) 3.055 12
1.350 1.771 2.160 2.650 3,012 13
1.345 1.761 2,145 2.624 2.977 14
1,341 1,753 2.131 2,602 2.947 15
1.337 1.746 2,120 2.583 2.921 16
1.333 1.740 2,110 2,567 2.898 1?7
1.330 1.734 2,101 2.552 2.878 18
1.328 1.729 2,093 2.534 2.861 19
1.325 1,725 2.086 2.528 2.845 20
1.323 1.721 2.080" 2,518 2.831 21
1.321 1.717 2.074 2,508 2.819 22
1.319 1.714 2,069 2.500 2.807 23
1.318 1.711 2.064 2.492 2,797 24
1,316 1,708 2.060 2.485 2,787 25
1.315 1.706 2.056 2,479 2,779 26
1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 27
1.313 1.701 2,048 2.467 2.763 28
1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 29
1.282 1.645 1.960 2.326 2,576 inf,
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